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مبحثدرس

نام و نام خانوادگی

xدر شکل زیر، ارتفاع هر دو مثلث قائم الزاویه رسم شده است. اندازۀ  کدام است؟  1
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

در ذوزنقه ای اندازۀ قاعده ها 9 و 4 واحد و طول ساق ها 6 و 5 واحد است. محیط مثلثی که از امتداد ساق ها در بیرون ذوزنقه2

تشکیل شود، کدام است؟
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قلمچی ریاضی و فیزیک دهم آزمون شماره 8 1397

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

، چندبرابر مساحت مثلث  است؟3 ABCDEABدر شکل زیر، مساحت ذوزنقۀ 
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، کدام4 ، به  ترتیب 5 و 9 واحد است. اندازۀ پاره خط  در شکل زیر،  و اندازۀ پاره خط های  و 

است؟
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از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

ABCDEFدر شکل زیر، چهار ضلعی  متوازی الاضلاع است. مقدار  کدام است؟5 × EG
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از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟6 ، پاره خط  موازی قاعده ها و  است. اندازۀ  در ذوزنقۀ 
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، کدام است؟7 ADACEدر شکل زیر،  نیمساز زاویۀ  و  است. نسبت مساحت های دو مثلث  و  = CDABDACE
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از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، طول اضلاع قائم  و  است. نسبت مساحت های دو مثلث قائم الزاویۀ 8 در مثلث قائم الزاویۀ 

، کدام است؟ و 

ABCAB =  ۳AC = ۲HCD

ABD
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، کدام است؟9 ABCDMاندازۀ اضلاع ذوزنقۀ  مطابق شکل زیر داده شده است. محیط مثلث  AB
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در مثلث قائم الزاویه به اضلاع قائم 3 و 7 واحد، طول نیمساز داخلی زاویۀ قائمه کدام است؟10
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

در یک ذوزنقۀ قائم الزاویه، اگر از نقطۀ O محل تلاقی قطرها، خطی موازی قاعده ها رسم شود، ساق قائم را در A و ساق مایل را در11

 B قطع می کند. نسبت  چگونه است؟

OB
OA

مساوی 1 (2 کوچک تر از 1 (1

متغیر نسبت به اضلاع (4 بزرگ تر از 1 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

در خارج یک مربع به ضلع 2 واحد بر روی هر دو ضلع مجاور آن، مثلث متساوی الاضلاع ساخته شده است، مساحت مثلث 12

کدام است؟  
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

هر ضلع مثلث متساوی الاضلاع به نسبت های 1 و 2 تقسیم شده است. مساحت مثلث رنگی، چندبرابر مساحت مثلث13

متساوی الاضلاع است؟
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14ABC چند درصد مساحت مثلث ODM و  و  است، مساحت مثلث BC وسط M در شکل زیر، نقطۀ

است؟
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از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، زاویه  چند درجه است؟  15 ،   و  Â=در شکل زیر ۵۸
∘

BM = BDCN = CDM ND̂
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391

در یک ذوزنقۀ متساوی الساقین، قطر عمود بر ساق است. اگر اندازۀ قاعدۀ بزرگ تر و قطر آن به ترتیب 10 و 8 واحد باشند، اندازۀ16

قاعدۀ کوچک تر چند واحد است؟
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از کشور 1391 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

ÂB̂xدر شکل زیر دو زاویۀ  و  قائمه اند، مقدار  چقدر است؟17
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در یک ذوزنقه، خطی که وسط ساق ها را به هم وصل کند، مساحت آن را به نسبت 3 به 5 تقسیم می کند. نسبت قاعده های18

ذوزنقه کدام است؟
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

درون مثلثی به اضلاع 9 و 7 و 5 واحد، مثلث دیگر طوری رسم می کنیم که اضلاع آن موازی اضلاع مثلث اصلی باشد، اگر19

بزرگ ترین ضلع این مثلث 6 واحد باشد، مساحت محدود به این دو مثلث، چند برابر مساحت مثلث کوچک تر است؟
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از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

طول ضلع یک مربع برابر محیط مثلث قائم الزاویه و متساوی الساقین به ضلع قائم 2 واحد است. با حذف گوشه های این مربع،20

بزرگ ترین هشت ضلعی منتظم ممکن داخل آن ساخته شده است. مساحت این هشت  ضلعی، کدام است؟
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393

= در شکل زیر  است. مساحت متوازی               الاضلاع  چند درصد مساحت مثلث  است؟21
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از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

abaمثلثی به اضلاع 5 و 4 و  با مثلثی به طول اضلاع 9 و 7 و  متشابه است. بیش               ترین مقدار ممکن برای عدد  کدام است؟    22
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مثلثی به اضلاع  و  و 3 با مثلثی به طول اضلاع 5 و 4 و 3 متشابه است و دو مثلث قابل انطباق نیستند. بیشترین محیط از23

مثلث اول کدام است؟

ba
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

در یک مثلث قائم  الزاویه، ارتفاع وارد بر وتر، مثلث مفروض را به دو جزء تقسیم می کند. اگر مساحت مثلث کوچک تر  مساحت24

مثلث اصلی باشد، نسبت فواصل پای ارتفاع از دو ضلع قائم مثلث مفروض کدام است؟
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قلمچی ریاضی و فیزیک دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

در شکل زیر  و چهار ضلعی  متوازی الاضلاع است. مساحت مثلث  چند درصد مساحت مثلث25

 است؟
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

،  و  است. ضلع  را به اندازۀ خود تا نقطۀ  امتداد26 در مثلث متساوی               الساقین 

). اندازۀ  کدام است؟ می               دهیم (
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AB = AC = ۴BC = ۲  ۷ACD

AD = ACBD
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از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

ABدر شکل زیر، ضلع مربع برابر 2 واحد است. فاصلۀ وسط کمان  از نزدیک               ترین رأس مربع چقدر است؟27
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در یک مثلث قائم الزاویه، طول اضلاع قائم به نسبت 1 و 3 و مساحت آن 60 واحد مربع است. ارتفاع وارد بر وتر چقدر است؟28
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

، ارتفاع  مثلث مفروض را به دو جزء تقسیم می کند. مساحت مثلث اصلی  برابر29 در مثلث 

مساحت مثلث کوچک تر است. نسبت فواصل  از دو ضلع قائم کدام است؟

= ۹۰ ABC(Â ∘)AH۶/۷۶
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

، پاره خط  موازی قطر  است. اگر  و  باشد، فاصلۀ  کدام است؟30 ABCDBEACADدر ذوزنقۀ  = ۷AE = ۳M D
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از کشور 1393 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

قلمچی ریاضی و فیزیک دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

در یک مثلث متساوی الاضلاع، بر روی دو ضلع آن دو مربع ساخته شده است. مساحت مثلث سایه زده، چند برابر مساحت مثلث31

اصلی می باشد؟
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

ABCDMدر شکل زیر، متوازی الاضلاع می باشد. حاصل  برابر کدام است؟32 N × M P
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از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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، ساق  را از نقطۀ B به اندازۀ قاعدۀ  تا نقطۀ D، امتداد می دهیم. اگر33 در مثلث متساوی الساقین 

 باشد، زاویۀ A چند درجه است؟
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از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

مساحت یک مثلث قائم               الزاویه برابر با مساحت مربعی است که بر روی ضلع کوچک               تر آن ساخته می               شود. اندازۀ میانۀ وارد بر ضلع34

متوسط چند برابر ضلع متوسط این مثلث است؟
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از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، پاره خط  موازی میانۀ  است. نسبت  کدام است؟35 ABCABدر مثلث  که  =  AC
۳
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1394

قلمچی ریاضی و فیزیک دوازدهم آزمون شماره 8 1398

در شکل زیر   ، یک ضلع مثلث متساوی               الاضلاع به نسبت               های 1، 2 و 2 تقسیم شده است. مساحت متوازی               الاضلاع سایه               زده، چند36

درصد مساحت مثلث اصلی است؟
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از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، اندازۀ زاویۀ  چند درجه است؟37 M̂=در شکل زیر، دو مثلث کناری متساوی               الساقین اند و  ۴۳∘B CÂ
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از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، عمودمنصف های دو ساق مثلث، قاعدۀ  را در  و  قطع می کند.38 در مثلث  داریم  و 

کوچک ترین زاویۀ مثلث  چند درجه است؟

ABCAB = AC=Â ۸۰∘BCMN

AM N

20 (2 15 (1

30 (4 25 (3

قلمچی علوم تجربی یازدهم آزمون شماره 5 1397

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 2 تابستان 1398

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

، فاصلۀ وسط هریک از دو وجه غیرموازی از یکدیگر چقدر است؟39 ۴در یک مکعب به طول یال  ۲
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(4 4 (3
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

در شکل زیر، پاره خط  مساحت مستطیل را به دو جزء با نسبت مساحت های  تقسیم کرده است. اگر قطر مستطیل 4025

واحد باشد، پاره خط  چند واحد است؟
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در مثلث قائم               الزاویۀ زیر، طول اضلاع قائم 3 و 4 واحد است. نیم دایره ها به قطر اضلاع رسم شده               اند. مجموع مساحت دو ناحیۀ41

سایه زده، کدام است؟
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از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، قاعدۀ  را از دو طرف به اندازۀ ساق               ها تا نقاط  و  امتداد می               دهیم. در مثلث 42 در مثلث متساوی               الساقین 

کوچک               ترین زاویۀ خارجی، چند برابر کوچک               ترین زاویۀ داخلی آن است؟
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از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

43
، بین زاویه ها برقرار است. زاویۀ حادۀ بین نیمسازهای داخلی دو در چهار ضلعی محدب ABCD، رابطۀ 

، چند درجه است؟ زاویۀ مجاور  و 

 =
۴
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۳
B̂

 

۱۱
+Ĉ D̂

ÂB̂
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از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در یک مستطیل با ابعاد 1 و 2 واحد، از انتهای یک قطر، خطی بر آن قطر عمود می               کنیم تا امتداد ضلع کوچک               تر مستطیل را در 44

قطع کند. فاصلۀ نقطۀ  از سر دیگر این قطر چند واحد است؟

M

M

(2 4 (1

6 (4 5 (3
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از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، اضلاع  و  و  است. از رأس  خطی موازی میانۀ  رسم شده و امتداد45 در مثلث 

، کدام است؟  را در نقطۀ  قطع کرده است. اندازۀ 

ABCAB = ۴AC = ۶BC = ۷CAM

BADBD
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از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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در مربعی به ضلع 2 واحد، دایره ای به مرکز یک رأس آن و شعاع  واحد، دو ضلع مربع را قطع می کند. فاصلۀ نزدیک ترین46

رأس مربع تا نقطۀ تقاطع، کدام است؟

۲/۵

(2 (1

(4 (3

 

۴
۱

 

۲
۱

 

۲
 ۲

 

۲
 ۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

در مستطیلی به طول اضلاع 3 و 4 واحد از هر دو رأس متقابل، عمودی بر قطر دیگر این مستطیل رسم شده است. مساحت47

متوازی الاضلاع حاصل کدام است؟

5/25 (1

5/75 (2

6 (3

7/5 (4

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

در مستطیلی به طول اضلاع  و 6 واحد، از هر دو رأس متقابل، عمودی بر قطر دیگر این مستطیل رسم شده است. فاصلۀ این48

دو خط عمود کدام است؟

۲ ۷

1/5 (2 1 (1

2 (4 1/75 (3

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

یک ساق ذوزنقه به سه قسمت مساوی تقسیم شده است. هر چهار پاره خط موازی یکدیگرند. نسبت مساحت دو ناحیۀ رنگی،49

کدام است؟

(1

(2

(3

(4

 

۶
۱

 

۵
۱

 

۹
۲

 

۴
۱

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، کدام است؟50 ، اندازۀ  در شکل زیر، دو جفت پاره خط موازی اند.  و 

  

OA = ۳AB = ۵BE

(1

(2

(3

(4

۱۳  

۳
۱

۱۲  

۳
۲

۱۱  

۳
۱

۱۰  

۳
۲

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

 h۱h۲در شکل زیر،  و  ارتفاع های دو مثلث قائم الزاویه هستند. نسبت  کدام است؟51

h  ۱

h  ۲

(1

(2

(3

(4

 

۵
۳

 

۵
۴

 

۳
۲

 

۴
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

در ذوزنقه ای با طول قاعده های 8 و 12 و ارتفاع 10 واحد، مساحت مثلث محدود به دو قطر و یک ساق آن، چند واحد مربع است؟52

20 (2 18 (1

28 (4 24 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

در ذوزنقه ای اندازۀ قاعده ها 9 و 4 واحد و طول ساق ها 6 و 5 واحد است. محیط مثلثی که از امتداد ساق ها در بیرون ذوزنقه53

تشکیل شود، کدام است؟

(2 (1

(4 (3

۱۱/۴۱۱/۶

۱۲/۲۱۲/۸

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398
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 در شکل زیر، نسبت قاعده های ذوزنقه  است. مساحت مثلث سایه زده، چند برابر مساحت ذوزنقه است؟54

۵
۳

(1

(2

(3

(4

 

۴
۳

 

۸
۷

 

۱۵
۱۴

 

۱۶
۱۵

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

 در ذوزنقۀ ABCD، قاعدۀ بزرگ  قاعدۀ کوچک است و  و EF موازی قاعده است. نسبت  کدام است؟55

۲
۵

AF =  AD
۴
۱

 

CD
EF

(1

(2

(3

(4

 

۲۰
۱۱

 

۱۵
۷

 

۱۵
۸

 

۵
۳

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در مثلث ABC، ضلع AB بزرگ تر از ضلع AC است. هریک از میانه های BM و CN را از وسط اضلاع به اندازۀ خود تا D و E امتداد56

می دهیم. نسبت مساحت مثلث DBC به مساحت مثلث EBC کدام است؟

بیشتر از 1 (2 کمتر از 1 (1

بستگی به ضلع سوم دارد. (4 مساوی 1 (3

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در یک ذوزنقه، پاره خطی که وسط های دو ساق را به  هم وصل کند، مساحت آن را به نسبت های 1 و 2 تقسیم می کند. نسبت57

قاعده های آن ذوزنقه کدام است؟

(2 (1

(4 (3

 

۶
۱

 

۵
۱

 

۴
۱

 

۵
۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

، ارتفاع  و میانۀ  رسم شده است. مساحت58 ، اضلاع قائم  و  در مثلث قائم الزاویۀ 

، چندبرابر مساحت مثلث  است؟ مثلث 

ABCAB = ۳  ۵AC = ۶AHAM

ABCAM H

12 (2 10 (1

18 (4 15 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398
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، از نقطۀ  عمود  بر قطر  رسم شده است. اگر  باشد، طول قطر59 در مستطیل  به طول 

مستطیل از عدد 19، چقدر بیشتر است؟

ABCDAB = ۱۷AAHBDBH = ۱۵

(2 (1

(4 (3

 

۱۵
۴

 

۳
۱

 

۱۵
۷

 

۵
۳

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

. اندازۀ  چندبرابر  است؟60 BDدر شکل زیر،  و  و  =  BC
۴
۱

AE =  AD
۴
۱

DN ∣∣CMABAM

4 (1

(2

5 (3

6 (4

۴/۵

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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مبحثدرس

گزینه 4 1

شکل را به صورت زیر نام گذاری می کنیم و داریم:

اندازۀ  را با استفاده از رابطۀ  به دست می آوریم. سپس اندازۀ  یا همان  را با

، به دست می آوریم. استفاده از رابطۀ  در مثلث 

AC = AH +′ CH =′ ۴ − x + x = ۴

AB +۲ AC =۲ BC ⇒۲ ۹ + ۱۶ = BC ⇒۲ BC =۲ ۲۵ ⇒ BC = ۵

AHAH × BC = AB × ACAH′x

AH =۲ AH ×′ ACAHC
Δ

AH × BC = AB × AC ⇒ ۵AH = ۱۲ ⇒ AH =  

۵
۱۲

AH =۲ AH ×′ AC ⇒  =
۲۵
۱۴۴

x × ۴ ⇒ x =  =
۱۰۰
۱۴۴

۱/۴۴

گزینه 4 2

،  و  را امتداد می دهیم تا همدیگر را در S قطع  ، مطابق شکل، ساق های ذوزنقۀ ABCD به طول اضلاع 

کنند.

AB = ۴CD = ۹AD = ۵BC = ۶

AB∣∣CD  

تالس تعمیم
 =

SD
SA

 =
SC
SB

 ⇒
CD
AB

 =
b + ۵

b
 =

a + ۶
a

 

۹
۴

⇒    

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

 =  ⇒ ۹b = ۴b + ۲۰ ⇒ b = ۴
b + ۵

b
۹
۴

 =  ⇒ ۹a = ۴a + ۲۴ ⇒ a = ۴/۸
a + ۶

a
۹
۴

SAB مثلث محیط = ۴ + ۴/۸ + ۴ = ۱۲/۸

پاسخنامه هندسهریاضی | آقای کنکور
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گزینه 2 3

طبق فرض، داریم:

  

AB ∥ DC   =  ⇒  =  

تالس

AD
EA

BC
EB

x
۵

۴
۳x − ۴

⇒ ۳x − ۴x − ۲۰ = ۰  x =  (∗)۲ x>۰

۳
۱۰

AB ∥ DC ⇒ = ,  = ⇒ ∼Â۱ D̂ B̂۱ Ĉ EAB
Δ

EDC
Δ

⇒  = (  )  (  ) = (  ) = (  ) =  

S  

EDC
Δ

S  

EAB
Δ

ED
EA ۲

(∗)

 

↓
=

۵ +  

۳
۱۰

۵ ۲

۲۵
۱۵ ۲

۵
۳ ۲

۲۵
۹

⇒ S  = ۹S , S  = ۲۵S ⇒ S  = ۲۵S − ۹S = ۱۶S
EAB

Δ
EDC

Δ ABCD

⇒  =  =  

S  

EAB
Δ

S  ABCD

۹S
۱۶S

۹
۱۶

گزینه 1 4

. (طول  واسطۀ توافقی طول قاعده ها است) تذکر: در حالت کلی،  وسط  است و 

  

   

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧ : EO ∥ DC   =  ⇒  =  ADC

Δ تالس تعمیم

DC
EO

AD
AE

۹
EO

AD
AE

: EO ∥ AB   =  ⇒  =  DAB
Δ تالس تعمیم

AB
EO

AD
DE

۵
EO

AD
DE

⇒  +  =  = ۱  ۵EO + ۹EO = ۴۵
۹

EO
۵

EO
AD

  AE + DE

AD

×۴۵

⇒ ۱۴EO = ۴۵ ⇒ EO =  

۱۴
۴۵

مشابه روش به ⇒ OF =  ⇒
۱۴
۴۵

EF =  +
۱۴
۴۵

 =
۱۴
۴۵

 

۷
۴۵

OEFEF =  

 +  

AB
۱

DC
۱

۲
EF

گزینه 1 5

ABچون  و  است، داریم: ∥ DGBC ∥ AD

  

   ⇒  =  

 =  ,  =  ⇒ ∼ ⇒  =  Â۱ Ĝ۱ B̂۱ D̂۱ EAB
Δ

EGD
Δ

EG
EA

ED
EB

 =  ,  =  ⇒ ∼ ⇒  =  B̂۲ D̂۲ F̂ ۱ Â۲ EBF
Δ

EAD
Δ

EA
EF

ED
EB

⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

EG
EA

EA
EF

⇒ EF .EG = EA۲
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گزینه 3 6

در ذوزنقۀ  از نقطۀ  خطی موازی با خط  رسم می کنیم و محل برخورد آن را با  و  به ترتیب  و  می نامیم.

با استفاده از تعمیم تالس در مثلث  داریم:

ABCDABCM NDCPP ′

ADP ′

 =
AD
AM

 

DP ′

M P

⇒  =
۲y + ۳y

۲y
 ⇒

۵
x − ۷

 =
۵
۲

 ⇒
۵

x − ۷
x = ۹ = M N

گزینه 2 7

طبق شکل داریم:

 

 {
 = نیمساز  ADÂ۱ Â۲

 = رأس  به متقابل   =D̂۱ D̂۲
DC=CE

D̂۱ Ê

 

ز ز
A D ∼B

Δ
A C (k =E

Δ
 =

AC
AB

 )
 ۶

۲

⇒  =
S  

A EC
Δ

S  

A DB
Δ

k =۲
 =(
 ۶

۲
)

۲

 =
۶
۴

 

۳
۲
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گزینه 3 8

طبق قضیۀ فیثاغورس در مثلث  داریم:

طبق روابط طولی در مثلث  نتیجه می گیریم:

بنابراین نسبت تشابه دو مثلث  و  برابر است با:

می دانیم که نسبت مساحت دو مثلث متشابه برابر است با مجذور نسبت تشابه، پس داریم:

A CB
Δ

AB +۲ AC =۲ BC۲

⇒ ۳ + ۴ = BC ⇒۲ BC =  ۷

 ⇒
AB ∥ DH , مورب BC ⇒  =  D۲ B۱

 = = ۹۰D̂۱ H ∘ } A D ∼B
Δ

H DC
Δ

A CB
Δ

AC =۲ BC × CD

⇒ ۴ =  ×۷ CD ⇒ CD =  

 ۷
۴

ABDHCD

K =  =
 ۳

 

 ۷
۴

 

 ۲۱
۴

 =
S  

 

A DB
Δ

S  

H DC
Δ

K =۲
 =(
 ۲۱

۴
)

۲

 

۲۱
۱۶
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گزینه 2 9

، دو قاعدۀ  و  باهم موازی هستند، بنابراین طبق قضیۀ اساسی تشابه مثلث ها، دو مثلث  و می دانیم در ذوزنقۀ 

 متشابه هستند.

بنابراین داریم:

 

حال محیط را به دست می آوریم:

ABCDABDCAM B

M DC

A B ∼M
Δ

⇒M DC
△

 =
M D
M A

 =
M C
M B

 

DC
AB

⇒  =
x + ۷

x
 =

y + ۵
y

 

۹
۴

⇒    

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

 =  ⇒ ۹x = ۴x + ۲۸ ⇒ ۵x = ۲۸ ⇒ x =  

x + ۷
x

۹
۴

۵
۲۸

 =  ⇒ ۹y = ۴y + ۲۰ ⇒ ۵y = ۲۰ ⇒ y =  = ۴
y + ۵

y
۹
۴

۵
۲۰

محیط A B =M
Δ

x + y + ۴ =  +
۵
۲۸

۴ + ۴ = ۸ +  =
۵
۲۸

 =
۵

۴۰ + ۲۸
 =

۵
۶۸

۱۳/۶

گزینه 4 10

نقطۀ   روی نیمساز قرار دارد، بنابراین از دو ضلع زاویه به یک فاصله است. پس:  

، بنابراین چهار ضلعی  مربع است. پس:     و 

، داریم:  طبق تعمیم قضیه تالس در مثلث 

DDE = DF

=Â ۹۰
∘

DE = DFAEDFAE∣∣F D

ABC

 =  ⇒  =  ⇒ ۷x = ۲۱ − ۳x ⇒ ۱۰x = ۲۱ ⇒ x = ۲/۱
AB
F D

AC
F C

۳
x

۷
۷ − x

⇒ AD =  x = ۲/۱  ۲ ۲
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گزینه 2 11

، سپس با ترکیب نسبت در مخرج نتیجه می گیریم:   نکته: طبق قضیۀ تالس در ذوزنقه داریم 

باتوجه به تعمیم قضیۀ تالس در دو مثلث QMN و PMN داریم:

 =
AM
AQ

 

BN
BP

 =
QM
AQ

 

P N
BP

    

 =  

M N
OA

QM
AQ

 =  

M N
OB

P N
BP

⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

÷
 =

OB
OA

 ⇒

۱

  ×  

QM
AQ

BP
P N

 =
OB
OA

۱
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گزینه 3

گام اول

گام دوم

12

الف) زوایای داخلی هر مثلث متساوی الاضلاع  است.

ب) مثلث  یک مثلث متساوی الساقین است. اندازۀ زاویۀ  برابر است با:

 

،  و  را به دست آورده ، مساحت سه مثلث  ج) برای به دست آوردن مساحت مثلث 

و باهم جمع می کنیم.

د) مساحت مثلث متساوی الاضلاع به ضلع  از رابطۀ  به دست می آید.

۶۰
∘

ADC
Δ

 D̂۱

=D̂۱ ۳۶۰ − ۹۰ + ۶۰ + ۶۰ =( ) ۳۶۰ − ۲۱۰ = ۱۵۰
∘

ABC
Δ

ACD
Δ

ABD
Δ

BDC
Δ

aS =  a
۴

 ۳ ۲

با استفاده از مبحث کاربرد مثلثات مساحت دو مثلث  و  را تع�ن می کنیم:

مثلث  متساوی الاضلاع است و داریم:

بنابراین مساحت مثلث  برابر است با:

 ⇒ADC
Δ

ض) ز (ض
≅ BDC

Δ
S  =

ADC
Δ S  

BDC
Δ

ADC
Δ

BDC
Δ

S  =
ADC

Δ S  =
BDC

Δ  ×
۲
۱

۲ × ۲ × sin ۱۵۰ =
∘

۲ ×  =
۲
۱

۱

ABD
Δ

S  =
ABD

Δ  ۲ =
۴

 ۳
( )۲

 ×
۴

 ۳
۴ =  ۳

ABC
Δ

S  =
ABC

Δ S  +
BDC

Δ S  +
ADC

Δ S  =
ABD

Δ ۱ + ۱ +  =۳ ۲ +  ۳
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گزینه 4

گام اول

گام دوم

13

الف) اندازۀ هر یک از سه قسمت مشخص شده بر روی هر ضلع مثلث متساوی الاضلاع را برابر  و هر ضلع مثلث متساوی الاضلاع را برابر  در

نظر می گیریم. هم چنین در مثلث های رنگ نشده ارتفاع وارد بر ضلع های با اندازۀ  را  فرض می کنیم.

ب) اگر ارتفاع مثلث اصلی را رسم کنیم طبق قضیۀ تالس اندازۀ آن برابر  به دست می آید (چون ارتفاع دو مثلث  و  موازی اند

). پس می توان اندازۀ مساحت مثلث رنگی و مثلث متساوی الاضلاع اولیه را برحسب  و  تع�ن و پس  درنتیجه 

درنهایت نسبت آن ها را محاسبه کنیم.

a۳a

۲ah

۳hABCN BP

 =
AH

h
 

۳a
a

AH = ۳hah

S  =
ABC

Δ  =
۲

۳h × ۳a
 

۲
۹ha

S  =
BNP

Δ  ×
۲
۱

h × ۲a = ha

S  =
MNP

Δ S  −
ABC

Δ ۳S  =
BNP

Δ  −
۲

۹ha
۳ha =  

۲
۳ha

 =
S  

ABC
Δ

S  

MNP
Δ

 =
 

۲
۹ha

 

۲
۳ha

 =
۹
۳

 

۳
۱

گزینه 1 14

چون AM میانۀ نظیر ضلع BC است، پس: 

در دو مثلث ABM و AMD، ارتفاع های رسم شده از رأس M یکسان هستند، پس نسبت مساحت ها برابر نسبت قاعده ها است؛ یعنی:

در دو مثلث ODM و ADM، ارتفاع های رسم شده از رأس D یکسان هستند؛ پس نسبت مساحت  ها برابر نسبت قاعده ها است؛ یعنی:

با ضرب کردن سه رابطۀ فوق داریم:

 =
DB
DA

 ⇒
۳
۲

 =
AB
DB

 ,  =
۵
۳

AB
DA

 

۵
۲

 =
S  ABC

S  ABM
 

۲
۱

 =
S  ABM

S  ADM
 =

AB
DA

 

۵
۲

 =
S  ADM

S  ODM
 =

AM
OM

 =
AB
DB

 

۵
۳

 ×
S  ABC

S  ABM
 ×

S  ABM

S  ADM
 =

S  ADM

S  ODM
 ×

۲
۱

 ×
۵
۲

 ⇒
۵
۳

 =
S  ABC

S  ODM
 =

۲۵
۳

 

۱۰۰
۱۲
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الف) شکل را با جزئیات بیشتر رسم می کنیم:

ب) است، بنابراین در مثلث  داریم:

BM = BD ⇒  =D̂۱  =M̂ ۱ α, CN = CD ⇒  =D̂۲  =N̂ ۱ β

=Â ۵۸
∘

ABC
Δ

 

: + + = ۱۸۰  ۵۸ + + = ۱۸۰ABC
Δ

Â B̂ Ĉ
∘ =۵۸Â

B̂ Ĉ
∘

⇒ + = ۱۸۰ − ۵۸ = ۱۲۲ ⇒ + = ۱۲۲ (I)B̂ Ĉ
∘

B̂ Ĉ
∘

دو مثلث  و  را در نظر گرفته و مجموع زوایای این دو مثلث را به دست می آوریم. مجموع زوایای این دو مثلث باید  باشد.

با تع�ن  اندازۀ  یا همان  را محاسبه می کنیم.

 

ازطرفی:

 

CN D
Δ

BM D
Δ

۳۶۰
∘

α + β D̂۳M ND̂

   

: + ۲β = ۱۸۰CN D
Δ

Ĉ
∘

: B + ۲α = ۱۸۰BM D
Δ ∘⎭

⎬
⎫

(+)
+B̂ +Ĉ ۲ α + β =( ) ۳۶۰

∘

 ۱۲۲ + ۲ α + β = ۳۶۰ ⇒ ۲ α + β = ۳۶۰ − ۱۲۲
(I) ∘

( )
∘

( )
∘ ∘

⇒ ۲ α + β = ۲۳۸ ⇒ α + β =  = ۱۱۹ (II)( )
∘

۲
۲۳۸

∘
∘

+  + = ۱۸۰ ⇒ α + β + M N = ۱۸۰D̂۱ D̂۲ D̂۳
∘

D̂
∘

 ۱۱۹ + M N = ۱۸۰ ⇒ M N = ۶۱
(II) ∘

D̂
∘

D̂
∘

گزینه 1 16

در هر مثلث قائم الزاویه هر ضلع زاویۀ قائمه واسطۀ هندسی بین وتر و تصویر آن ضلع روی وتر است.

۶ = ۱۰x ⇒ x = ۳/۶۲

کوچک قاعدۀ طول = ۱۰ − ۲x = ۱۰ − ۷/۲ = ۲/۸
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گزینه 2 17

طبق قضیۀ فیثاغورس در مثلث  داریم:

. داریم: دو مثلث  و  به حالت تساوی دو زاویه، متشابه اند 

OBN

OB =  =ON − BN۲ ۲
 =۴ − ۱  ۳

OAMOBN(  =Ô۱  , =Ô۲ Â =B̂ ۹۰ )∘

 =
ON
OM

 ⇒
OB
OA

 =
۲
x

 ⇒
 ۳

۱
x =  =

 ۳
۲

 

۳
۲  ۳

گزینه 2 18

می دانیم در ذوزنقه طول خط واصل وسط های دو ساق، میانگین دو قاعده است.

باتوجه به شکل و فرض سؤال، داریم:

 =  ⇒  =  ⇒  =  

S  MNCD

S  ABNM

۵
۳

 (  + y) h
۲
۱

۲
x + y

( )

 (x +  ) h
۲
۱

۲
x + y

( )

۵
۳

 

۲
x + ۳y

 

۲
۳x + y

۵
۳

⇒  =  ⇒ ۱۵x + ۵y = ۳x + ۹y ⇒ ۱۲x = ۴y ⇒  =  

x + ۳y
۳x + y

۵
۳

y
x

۳
۱

www.konkur.in

forum.konkur.in



11/36لرنیتو 1399

گزینه 3 19

طبق توضیحات صورت سؤال، شکلی به صورت زیر رسم می کنیم:

چون اضلاع دو مثلث موازی یکدیگرند، پس دو مثلث متشابه هستند. می دانیم نسبت مساحت های دو مثلث متشابه برابر مجذور نسبت تشابه

آن ها است؛ بنابراین داریم:

نسبت مساحت محدود به این دو مثلث به مساحت مثلث کوچک تر برابر است با:

 =
تر کوچک مثلث مساحت
تر بزرگ مثلث مساحت

 =
S′

S
 =(

۶
۹

)
۲

 =(
۲
۳

)
۲

 

۴
۹

 =
S′

S − S′

 −
S′

S
 =

S′

S′

 −
S′

S
۱ =  −

۴
۹

۱ =  =
۴
۵

۱/۲۵
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ابتدا مثلث قائم الزاویه و متساوی الساقین  به ضلع قائم 2 واحد را رسم می کنیم.

محیط این مثلث برابر طول ضلع یک مربع است. با استفاده از قضیۀ فیثاغورس اندازۀ ضلع  و سپس محیط مثلث  را محاسبه

می کنیم.

پس طول ضلع مربع موردنظر برابر  است.

می خواهیم با حذف گوشه های این مربع، یک هشت  ضلعی منتظم را درون آن محاط کنیم. اگر اندازۀ اضلاع قائمه چهار مثلث گوشه ای را  در

نظر بگیریم، طول ضلع هشت  ضلعی منتظم با استفاده از قضیۀ فیثاغورس برابر  می شود.

باتوجه به اینکه طول ضلع مربع برابر  است، مقدار  را حساب می کنیم:

برای محاسبۀ مساحت هشت  ضلعی منتظم، کافی است مساحت چهار مثلث گوشه ای را از مساحت مربع کم کنیم:

پس مساحت هشت  ضلعی برابر است با:

ABC
△

ACABC
△

AC =۲ AB +۲ BC ⇒۲ AC =۲ ۴ + ۴ = ۸ ⇒ AC = ۲  ۲

مثلث محیط =ABC
△

۲ + ۲ + ۲  =۲ ۴ + ۲  ۲

۴ + ۲ ۲
x

x ۲

۴ + ۲ ۲x

x + x + x  =۲ ۴ + ۲  ⇒۲ ۲x + x =۲ ۴ + ۲  ⇒۲ x = ۲

S مربع=  (۴ + ۲  )۲
۲

S مثلث=   ×
۲
۱

۲ × ۲ = ۲

S ضلعی=  هشت S مربع−  (۴ × S  ) مثلث= (۴ + ۲  ) −۲
۲

۸ = ۱۶ + ۱۶  +۲ ۸ − ۸ = ۱۶ + ۱۶  ۲
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الف) چهار ضلعی  متوازی               الاضلاع است پس داریم:

ب) در دو مثلث متشابه، نسبت مساحت ها برابر مجذور نسبت تشابه اضلاع است.

M N P B

M N ∣∣BP ⇒ M N ∣∣BC ⇒ ∼AMN
△

ABC
△

N P ∣∣M B ⇒ N P ∣∣AB ⇒ ∼NPC
△

ABC
△

، نسبت تشابه دو مثلث و سپس نسبت مساحت آن ها را محاسبه طبق گام اول،  است. با توجه به اینکه 

می کنیم:

چون  است، با استفاده از قضیه تالس داریم:

است پس نسبت تشابه آن ها برابر است با:

حال نسبت مساحت های این دو مثلث را به دست می آوریم:

با توجه به نسبت های بالا، مساحت متوازی               الاضلاع  را برحسب مساحت مثلث  می نویسیم. داریم:

پس مساحت متوازی               الاضلاع 48 درصد مساحت مثلث  است.

∼AMN
△

ABC
△

 =
M B
M A

 

۲
۳

 =
AB
M A

 =
M A + M B

M A
 =

 

M A
M A + M B

۱
 =

۱ +  

M B
M A
۱

 =
۱ +  

۳
۲

۱
 =

 

۳
۵
۱

 

۵
۳

⇒  =
S  

ABC
△

S  

AMN
△

(  ) =
۵
۳ ۲

 ⇒
۲۵
۹

S  =
AMN

△  S  

۲۵
۹

ABC
△

M N ∣∣BC

 =
M B
M A

 =
N C
AN

 ⇒
۲
۳

 =
AN
N C

۳
۲

∼NPC
△

ABC
△

 =
AC
N C

 =
AN + N C

N C
 =

 

N C
AN + N C

۱
 =

 + ۱
AN
N C

۱
 =

 + ۱
۲
۳

۱
 =

 

۲
۵
۱

 

۵
۲

 =
S  

ABC
△

S  

NPC
△

(  ) =
۵
۲ ۲

 ⇒
۲۵
۴

S  =
NPC

△  S  

۲۵
۴

ABC
△

M N P BABC
△

S  = S  + S  + S  

ABC
△

AMN
△

NPC
△ MNP B

⇒ S  =  S  +  S  + S  

ABC
△

۲۵
۹

ABC
△

۲۵
۴

ABC
△ MNP B

⇒ S  =  S  =  S  MNP B ۲۵
۱۲

ABC
△

۱۰۰
۴۸

ABC
△

ABC
△
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در دو مثلث متشابه، نسبت اضلاع متناظر برابر است.

با توجه به اینکه دو مثلث متشابه اند و  و  است، دو ضلع به طول های  و   از دو مثلث نمی توانند متناظر باشند؛ بنابراین ضلعِ

به طول  از مثلث اول یا با ضلعِ به طول 7 از مثلث دوم متناظر است یا با ضلعِ به طول 9. هریک از این دو حالت را بررسی و مقدار  را محاسبه

می کنیم.

حالت اول: ضلعِ به طول  از مثلث اول با ضلعِ به طول 9 از مثلث دوم متناظر باشد.

حالت دوم: ضلعِ به طول  از مثلث اول با ضلعِ به طول 7 از مثلث دوم متناظر باشد.

 از بین مقادیر به دست آمده، بیشتر    ین مقدار  است.

  =
۷
۴

�  

۹
۵

  =
۷
۵

�  

۹
۴

ab

aa

a

 =  =  ⇒  =  ⇒ a = یا   =  =  ⇒ =  ⇒ a =  

۹
a

b
۴

۷
۵

۹
a

۷
۵

۷
۴۵

۹
a

۷
۴

b
۵

۹
a

۷
۴

۷
۳۶

a

 =  =  ⇒  =  ⇒ a = یا   =  =  ⇒  =  ⇒ a =  

۷
a

۹
۴

b
۵

۷
a

۹
۴

۹
۲۸

۷
a

۹
۵

b
۴

۷
a

۹
۵

۹
۳۵

a =  

۷
۴۵
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الف) دو مثلث قابل انطباق نیستند یعنی دو مثلث باهم برابر یا همنهشت نیستند؛ بنابراین حق نداریم کوچک ترین ضلع مثلث با اضلاع  و  و 3 را

برابر 3 در نظر بگیریم (اگر کوچک ترین ضلع مثلث اول را 3 در نظر بگیریم، با توجه به اینکه دو مثلث متشابه اند، نسبت تشابه آن ها برابر 

می شود و باید مقدار  و  برابر 4 و 5 باشد که دراین  صورت دو مثلث برهم منطبق می شوند) پس کوچک ترین ضلع این مثلث  یا  است.

ب) می دانیم نسبت محیط های دو مثلث متشابه برابر نسبت تشابه است.

ba

 =
۳
۳

۱

abab

محیط مثلث دوم برابر است با:

نسبت تشابه دو مثلث می تواند  یا  باشد. اگر نسبت تشابه برابر  باشد، محیط مثلث اول برابر است با:

و اگر نسبت تشابه برابر  باشد، داریم:

بنابراین بیشترین محیط مثلث اول برابر 9 است.

۳ + ۴ + ۵ = ۱۲

 

۴
۳

 

۵
۳

 

۴
۳

اول مثلث محیط = ۱۲ × =
۴
۳

۳ × ۳ = ۹

 

۵
۳

اول مثلث محیط = ۱۲ × =
۵
۳

۷/۲
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، ارتفاع وارد بر وتر، مثلث را به دو مثلث متشابه تقسیم می کند؛ یعنی مثلث های  و  باهم متشابه اند. در مثلث قائم الزاویۀ 

بنابراین نسبت مساحت دو مثلث متشابه  و نسبت تشابه دو مثلث  است. در دو مثلث متشابه، نسبت ارتفاع ها همان نسبت تشابه است.

درنتیجه داریم: 

ABCABHACH

 =
S( )ABC

Δ

S( )ABH
Δ

 ⇒
۵
۱

 =
S( ) − S( )ABC

Δ
ABH

Δ

S( )ABH
Δ

 ⇒
۵ − ۱

۱
 =

S( )ACH
Δ

S( )ABH
Δ

 

۴
۱

 

۴
۱

 

۲
۱

 =
HH  ۲

HH  ۱
 

۲
۱
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چهار ضلعی  متوازی الاضلاع است؛ بنابراین  است. با استفاده از قضیۀ تالس می توان نوشت:

همچنین  است پس دو مثلث  و  نیز متشابه می شود. می دانیم نسبت مساحت های دو مثلث متشابه برابر مجذور

نسبت تشابه است؛ بنابراین:

مساحت دو مثلث  و  را می توان چنین نوشت:

بنابراین:

با استفاده از دو رابطۀ  و  داریم:

از طرفی چون  است پس دو مثلث  و  متشابه می شود و نسبت مساحت آن ها برابر مجذور نسبت تشابه است؛

بنابراین:

اکنون با استفاده از روابط  و  و  داریم:

، 70 درصد مساحت مثلث  است. پس مساحت مثلث 

M N P BM N ∣∣P B

M N ∣∣BP ⇒  =
AB
AM

 =
AC
AN

 ⇒
۱۰
۳

 =
AC
N C

 

۱۰
۷

N O∣∣AMNOC
△

AMC
△

 =
S  

AMC
△

S  

NOC
△

 ⇒
۱۰۰
۴۹

S  =
NOC

△  S  (I)
۱۰۰
۴۹

AMC
△

AMC
△

ABC
△

S  =
ABC

△  AB ⋅
۲
۱

AC ⋅ sin Â

S  =
AMC

△  AM ⋅
۲
۱

AC ⋅ sin Â

 =
S  

ABC
△

S  

AMC
△

 =
AB
AM

 ⇒
۱۰
۳

S  =
AMC

△  S  (II)
۱۰
۳

ABC
△

(I)(II)

S  =
NOC

△  ×
۱۰۰
۴۹

 S  =
۱۰
۳

ABC
△  S  (III)

۱۰۰۰
۱۴۷

ABC
△

M N ∣∣BPAMN
△

ABC
△

 =
S  

ABC
△

S  

AMN
△

(  ) =
AB
AM ۲

 ⇒
۱۰۰
۹

S  =
AMN

△  S  (IV )
۱۰۰
۹

ABC
△

(II)(III)(IV )

 =
S  

AMN
△

S  

OMN
△

 =
S  

AMN
△

S  − S  − S  

AMC
△

AMN
△

NOC
△

 =
 S  

۱۰۰
۹

ABC
△

(  −  −  )S  

۱۰
۳

۱۰۰
۹

۱۰۰۰
۱۴۷

ABC
△

 =
 

۱۰۰
۹

 

۱۰۰۰
۶۳

 =
۹۰
۶۳

 

۱۰
۷

OMN
△

AMN
△
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ابتدا بر اساس توضیحات صورت سؤال، یک شکل دقیق رسم می               کنیم:

مثلث  و  متساوی الساقین هستند پس:

زاویۀ  زاویۀ خارجی مثلث  است و اندازۀ آن برابر مجموع دو زاویۀ داخلی غیرمجاورش می شود؛ یعنی:

با توجه به اینکه مجموع زوایای داخلی هر مثلث برابر  است، داریم:

بنابراین مثلث  در رأس  قائمه است و می               توان اندازۀ ضلع  را با استفاده از قضیۀ فیثاغورس محاسبه کرد.

ABC
△

ABD
△

A C =B̂ A B =Ĉ x , A D =B̂ A B =D̂ y

Â۱ABC
△

=Â۱ x + x = ۲x

۱۸۰∘

+Â۱ y + y = ۱۸۰ ⇒∘ ۲x + ۲y = ۱۸۰ ⇒∘ ۲(x + y) = ۱۸۰ ⇒∘ x + y =  =
۲

۱۸۰∘

۹۰∘

DBC
△

BBD

CD = AD + AC = ۴ + ۴ = ۸ , BC = ۲ ۷

CD = BD + BC ⇒ ۸ = BD + (۲  ) ⇒ ۶۴ = BD + ۲۸۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۷
۲ ۲

⇒ BD = ۶۴ − ۲۸ = ۳۶ ⇒ BD =  = ۶۲ ۳۶

گزینه 2 27

هدف محاسبۀ اندازۀ  است. در مثلث قائم               الزاویۀ  داریم:

، ابتدا لازم است با استفاده از قضیۀ فیثاغورس شعاع دایره را به دست آوریم: برای محاسبۀ 

اکنون با استفاده از قضیۀ فیثاغورس اندازۀ  را محاسبه می کنیم:

M BM HB
△

HB = ۱ , M H = OM − OH

M H

OB =  =۱ + ۱۲ ۲
 ⇒۲ OM = OB =  ⇒۲ M H =  −۲ ۱

M B

M B = M H + HB ⇒ M B = (  − ۱) + ۱ = ۲ − ۲  + ۱ + ۱ = ۴ − ۲  

۲ ۲ ۲ ۲ ۲
۲ ۲ ۲ ۲

⇒ M B =  ۴ − ۲  ۲

www.konkur.in

forum.konkur.in



18لرنیتو 1399 /36

گزینه 3

گام اول

گام دوم

28

الف) طول اضلاع قائمۀ مثلث  را  و  در نظر می گیریم.

ب) می دانیم: "ارتفاع  قاعده  مساحت مثلث"

ABC
△

x۳x

×=  ×
۲
۱

با استفاده از قضیۀ فیثاغورس اندازۀ  را محاسبه می کنیم:

با توجه به اینکه مساحت مثلث  برابر 60 واحد مربع است، مقدار  را تع�ن می کنیم.

می توان مساحت مثلث  را با تعریف  و  به ترتیب به عنوان قاعده و ارتفاع آن چنین نوشت:

بنابراین:

BC

AB +۲ AC =۲ BC ⇒۲ x +۲ ۹x =۲ BC ⇒۲ BC =۲ ۱۰x ⇒۲ BC =  x۱۰

ABC
△

x

S  =
ABC

△  AB ×
۲
۱

AC =  x(۳x) =
۲
۱

۶۰ ⇒ x =۲ ۴۰ ⇒ x =  =۴۰ ۲  ۱۰

ABC
△

BCAH

S  =
ABC

△  AH ×
۲
۱

BC = ۶۰

 AH ×
۲
۱

 (۲  ) =۱۰ ۱۰ ۶۰ ⇒ ۱۰AH = ۶۰ ⇒ AH = ۶
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الف) مثلث  قائم الزاویه است.

ب) با فرض اینکه  باشد داریم: 

ج)  و 

ABC
△

HC < HBS  =
ABC

△ ۶/۷۶ S  

AHC
△

HH =′ ?HH =′′ ?

،  و  باهم متشابه اند. می دانیم در مثلث های متشابه نسبت تشابه برابر جذر نسبت مساحت ها است. سه مثلث قائم الزاویۀ 

همچنین می دانیم در مثلث های متشابه، نسبت تشابه با نسبت ارتفاع ها برابر است. چون دو مثلث  و  باهم متشابه اند، داریم:

AHC
△

AHB
△

ABC
△

 = ۶/۷۶ ⇒  = ۶/۷۶ ⇒  + ۱ = ۶/۷۶ ⇒  = ۵/۷۶
S  

AHC
△

S  

ABC
△

S  

AHC
△

S  + S  

ABH
△

AHC
△

S  

AHC
△

S  

ABH
△

S  

AHC
△

S  

ABH
△

ABH
△

ACH
△

 =
HH′′

HH′

 =۵/۷۶ ۲/۴ ⇒  =
HH′′

HH′

 =
۱۰
۲۴

 ⇒
۵
۱۲

 =
HH′

HH′′

 

۱۲
۵

گزینه 2 30

: M)طبق قضیۀ تالس می توان نوشت  E = x)

   ⇒
BE∣∣AC ⇒  =  

AE
M E

BC
M B

AB∣∣DC ⇒  =  

AD
M A

BC
M B

⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

 =
AE
M E

⇒
AD
M A

 =
۳
x

⇒
۷

x + ۳
x = ۲/۲۵

⇒ M D = M E + AE + AD = ۲/۲۵ + ۳ + ۷ = ۱۲/۲۵

گزینه 3 31

باتوجه به شکل واضح است که مثلث های  و  همنهشت هستند؛ بنابراین مساحت مثلث  دو برابر مساحت مثلث  و

مساوی با مساحت مثلث  است.

ACHCDFABCDCF

DCE
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 =  ,  =  ⇒ ∼ ⇒  =  D̂۱ B̂۱ M̂ ۱ M̂ ۲ AM D
Δ

MBN
Δ

M B
M D

M N
AM

 =  ,  =  ⇒ ∼ ⇒  =  Â۱ P̂ ۱ B̂۲ D̂۲ AMB
Δ

M DP
Δ

M B
M D

AM
M P

⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

⇒  =
M N
AM

 ⇒
AM
M P

M N × M P = AM ۲

گزینه 3 33

 {
BD = BC

AB = AC = DC

  

خارجی زاویه های  = ۲αÂ۱

AC = DC ⇒ =  = ۲α , BD = BC ⇒ = D B = ۲α ⇒  = αD̂ Â۱ D̂ Ĉ Ĉ ۱

:  +  + = ۱۸۰ ⇒ ۲α + α + ۲α = ۱۸۰ ⇒ α = ۳۶ADC
Δ

Â۱ Ĉ ۱ D̂ ∘ ∘ ∘

= ۱۸۰ −  = ۱۸۰ − ۲ = ۱۸۰ − ۷۲ = ۱۰۸x̂ ∘ Â۱
∘ α̂ ∘ ∘ ∘

گزینه 1 34

) باشد، رسم می کنیم.  ضلع متوسط این مثلث و  میانۀ مثلث قائم               الزاویه  را با فرض اینکه طول اضلاع قائمه اش  و  (

وارد بر آن است. هدف محاسبۀ نسبت  است.

مساحت مثلث  برابر مساحت مربعی به طول ضلع  است؛ بنابراین:

، اندازۀ  را به دست می               آوریم: اکنون با استفاده از قضیۀ فیثاغورس در مثلث 

پس نسبت  برابر است با:

ABC
△

xyx < yABCM

 

AB
CM

ABC
△

x

 =
۲

xy
x ⇒۲ xy = ۲x  

۲ x,y>∘
y = ۲x ⇒ AB = ۲x

AM =  AB =
۲
۱

 (۲x) =
۲
۱

x

AMC
△

CM

CM =۲ AM +۲ AC ⇒۲ CM =۲ x +۲ x =۲ ۲x ⇒۲ CM =  x۲

 

AB
CM

 =
AB
CM

 =
۲x

 x۲
 ⇒

۲
 ۲

CM =  AB
۲

 ۲
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: AM ∣∣DN ⇒  =  BDN
Δ

AB
AD

BM
M N

: EN ∣∣AM ⇒  =ACM
Δ

AC
AE

CM
M N

⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

BM=CM
 =

AB
AD

AC
AE

⇒  =
AE
AD

 =
AC
AB

 

۳
۲

گزینه 1 36

شکل را به صورت زیر نام               گذاری می               کنیم:

مثلث  متساوی               الاضلاع است؛ بنابراین:

چون  متوازی الاضلاع است، داریم:

هردو مثلث  و  متساوی الاضلاع هستند درنتیجه باهم متشابه اند. می دانیم نسبت مساحت های دو مثلث متشابه برابر مجذور

نسبت تشابه آن دو مثلث است؛ بنابراین:

       همچنین

به طریق مشابه ثابت می شود که  نیز متساوی الاضلاع و  است؛ بنابراین دو مثلث  و  و دو مثلث  و

 باهم متشابه اند و داریم:

با استفاده از نسبت های بالا، نسبت خواسته شده را محاسبه می کنیم:

بنابراین مساحت متوازی               الاضلاع هاشور زده 16 درصد مساحت مثلث  است.

ABC
△

=Â =B̂ =Ĉ ۶۰∘

N LEC

M N ∣∣AC ⇒  =M̂ ۱ =Â ۶۰ ,  =∘ N̂ ۱ =Ĉ ۶۰ ⇒∘ است الاضلاع متساوی ⇒MBN
△

BN = ۴k

MBN
△

ABC
△

∼MBN
△

⇒ABC
△

 =
S  

ABC
△

S  

MBN
△

(  ) =
۵k
۴k ۲

(  ) =
۵
۴ ۲

 ⇒
۲۵
۱۶

S  =
MBN

△  S  

۲۵
۱۶

ABC
△

DL∣∣BN ⇒ =D̂ =B̂ ۶۰ , =∘ L̂  =N̂ ۱ ۶۰ ⇒∘ است الاضلاع متساوی ⇒M DL
△

M L = ۲k

ADE
△

AE = ۳kM DL
△

MBN
△

M DL
△

ADE
△

∼M DL
△

⇒MBN
△

 =
S  

MBN
△

S  

MDL
△

(  ) =
۴k
۲k ۲

 ⇒
۴
۱

S  =
MDL

△  S  =
۴
۱

MBN
△  S  

۲۵
۴

ABC
△

∼M DL
△

⇒ADE
△

 =
S  

ADE
△

S  

MDL
△

(  ) =
۳k
۲k ۲

 ⇒
۹
۴

S  =
ADE

△  S  =
۴
۹

MDL
△  S  

۲۵
۹

ABC
△

S  =AMLE S  −
ADE

△ S  =
MDL

△  S  −
۲۵
۹

ABC
△  S  =

۲۵
۴

ABC
△  S  

۲۵
۵

ABC
△

S  =LECN S  −
ABC

△ (S  +
BMN

△ S  ) =AMLE S  −
ABC

△ (  S  +
۲۵
۱۶

ABC
△  S  ) =

۲۵
۵

ABC
△  S  =

۲۵
۴

ABC
△ %۱۶S  

ABC
△

ABC
△
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. الف) مثلث  متساوی الساقین است، پس 

. ب) مثلث  متساوی الساقین است، پس 

ج) مجموع زوایای داخلی هر مثلث  است.

MNC
△

N C =M̂ M CN̂

ABM
△

A B =M̂ B MÂ

۱۸۰∘

با توجه به گام اول، شکل را تکمیل می کنیم:

می دانیم  یک زاویۀ نیم صفحه است، داریم:

از طرفی:

همچنین در مثلث  داریم:

M̂

A B +M̂ A N +M̂ N C =M̂ x + ۴۳ +∘ y = ۱۸۰ ⇒∘ x + y = ۱۸۰ −∘ ۴۳ =∘ ۱۳۷ (I)∘

   

: + ۲x = ۱۸۰ABM
△

B̂ ∘

: + ۲y = ۱۸۰CNM
△

Ĉ ∘⎭
⎬
⎫

+
+B̂ ۲x + +Ĉ ۲y = +B̂ +Ĉ ۲(x + y) = ۳۶۰∘

(I)
+B̂ +Ĉ ۲۷۴ =∘ ۳۶۰ ⇒∘ +B̂ =Ĉ ۳۶۰ −∘ ۲۷۴ =∘ ۸۶∘

ABC
△

+B̂ +Ĉ B C =Â ۱۸۰ ⇒∘ ۸۶ +∘ B C =Â ۱۸۰ ⇒∘ B C =Â ۱۸۰ −∘ ۸۶ =∘ ۹۴∘

گزینه 2 38

هر نقطه واقع بر عمودمنصف یک پاره خط، از دو سر آن پاره خط به یک فاصله است، پس:

،  زاویۀ  است. بنابراین، کوچک ترین زاویۀ مثلث 

=Â ۸۰ , AB =∘ AC ⇒ =B̂ =Ĉ  =
۲

۱۸۰ −∘ Â
۵۰∘

 {
M ∈ δ ⇒ M A = M B ⇒ B M = = ۵۰ ⇒ A B = ۸۰Â B̂ ∘ M̂ ∘

N ∈ δ ⇒ N A = N C ⇒ C N = = ۵۰ ⇒ A C = ۸۰′ Â Ĉ ∘ N̂ ∘

⇒ M N = ۱۸۰ − (A B + A C) = ۲۰Â ∘ M̂ N̂ ∘

AM NM N =Â ۲۰∘
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مکعبی به طول یال  به صورت زیر رسم کرده و وسط دو وجه غیرموازی آن را  و  می نامیم. هدف محاسبۀ اندازۀ  است.

اندازۀ  و  نصف یال مکعب است؛ بنابراین:

با استفاده از رابطۀ فیثاغورس، اندازۀ  را تع�ن می کنیم:

۴ ۲ABAB

ACBC

AC = BC =  (۴  ) =
۲
۱

۲ ۲  ۲

AB

BC +۲ AC =۲ AB ⇒۲ ۲(۲  ) =۲
۲

AB ⇒۲ AB =۲ ۲ × ۸ = ۱۶ ⇒ AB =  =۱۶ ۴

گزینه 2
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40

الف) عرض مستطیل 14 واحد و قطر آن 25 واحد است.

ب) 

ج) 

 =
S  AMCD

S  ABM
 

۹
۵

AM =?

با استفاده از رابطۀ فیثاغورس، طول مستطیل را به دست می آوریم.

رابطۀ فیثاغورس را برای مثلث  نوشته و اندازۀ  را تع�ن می کنیم:

AC = AD + CD  ۲۵ = ۱۴ + CD۲ ۲ ۲ AC=۲۵

AD=۱۴
۲ ۲ ۲

⇒ ۶۲۵ = ۱۹۶ + CD ⇒ CD = ۶۲۵ − ۱۹۶ = ۴۲۹ ⇒ AB = ۴۲۹۲ ۲ ۲

 =
S  ABCD

S  

ABM
△

 =
S  + S  

ABM
△ AMCD

S  

ABM
△

 =
۵ + ۹

۵
 

۱۴
۵

 =
S  ABCD

S  

ABM
△

 =
AB × AD

 × AB × BM
۲
۱

 =
۲AD
BM

 ⇒
۱۴
۵

 =
۲۸

BM
 ⇒

۱۴
۵

BM = ۱۰

ABM
△

AM

AB + BM = AM ⇒ ۴۲۹ + ۱۰۰ = AM ⇒ AM = ۵۲۹ ⇒ AM =  = ۲۳۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۵۲۹
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مساحت قسمت               های مختلف شکل را به صورت زیر نام               گذاری می               کنیم. هدف ما محاسبۀ  است. با استفاده از قضیۀ فیثاغورس طول وتر

مثلث برابر است با:

داریم: 

بنابراین:

S  +۳ S  ۴

مثلث وتر =  =۳ + ۴۲ ۲
 =۲۵ ۵

S  +۱ S  =۲ ۵ قطر به نیم دایره مساحت − قائم الزاویه مثلث مساحت

S  +۳ S  =۴ قطر۴) به نیم دایره مساحت + قطر۳ به نیم دایره (مساحت − (S  +۱ S  )۲

S  +۱ S  =۲  ×
۲
۱

π × (  ) −
۲
۵ ۲

 ×
۲
۱

۳ × ۴ =  (  ) −
۲
π

۴
۲۵

۶ =  −
۸

۲۵π
۶

S  +۳ S  =۴  ×
۲
۱

π(  ) +
۲
۳ ۲

 ×
۲
۱

π(  ) −
۲
۴ ۲

(  −
۸

۲۵π
۶)

=  (  ) +
۲
π

۴
۹

 (۴) −
۲
π

+
۸

۲۵π
۶ =  −

۸
۲۵π

 +
۸

۲۵π
۶ = ۶

www.konkur.in

forum.konkur.in



25/36لرنیتو 1399

گزینه 3

گام اول

گام دوم

42

الف) مثلث  را بر اساس توضیحات صورت سؤال رسم می               کنیم:

ب) 

ج) کوچک               ترین زاویۀ خارجی در هر مثلث، مکمل بزرگ               ترین زاویۀ داخلی است.

ADE
△

AB = AC = CE = BD

، درنتیجه مکمل آن ها نیز برابر است؛ یعنی  است. از طرفی طبق قسمت (ب) مثلث  متساوی               الساقین است؛ بنابراین 

از گام اول،  و  است؛ بنابراین دو مثلث  و  به حالت (ض ز ض) هم               نهشت هستند.

درنتیجه زوایای  و  باهم برابر و هردو زوایای کوچک داخلی مثلث  محسوب می               شوند.

 کوچک               ترین زاویۀ خارجی مثلث  است پس اندازۀ آن با مجموع دو زاویۀ داخلی غیرمجاورش برابر می شود:

بنابراین کوچک               ترین زاویۀ خارجی مثلث، 2 برابر کوچک               ترین زاویۀ داخلی آن است.

ABC
△

 =B̂۱  Ĉ ۱=B̂۲  Ĉ۲

CE = BDAB = ACABD
△

ACE
△

   

CE = BD
 =  B̂۲ Ĉ۲

AB = AC
⎭
⎬
⎫

ض ز ض
≅ABD

△
ACE

△

D̂ÊADE
△

الساقین متساوی ⇒ABD
△

 =Â۲ =D̂ α  

=D̂ Ê
=D̂ =Ê α

Â۴ADE
△

=Â۴ +D̂ =Ê α + α = ۲α
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اگر  زاویۀ بین نیمسازهای دو زاویۀ A و B باشد، داریم:

=  , + =  , + + + = ۳۶۰Â
۳
۴

B̂ Ĉ D̂
۳
۱۱

B̂ Â B̂ Ĉ D̂
∘

⇒  + +  = ۳۶۰ ⇒ ۶ = ۳۶۰ ⇒ = ۶۰ ⇒ = ۸۰
۳
۴

B̂ B̂
۳
۱۱

B̂
∘

B̂
∘

B̂
∘

Â
∘

M

= ۱۸۰ −  −  ⇒ = ۱۸۰ − ۳۰ − ۴۰ = ۱۱۰M̂
۲
Â

۲
B̂

M̂

⇒ حاده زاویۀ = ۱۸۰ − ۱۱۰ = ۷۰∘ ∘ ∘
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راه حل اول: باتوجه به توضیحات صورت سؤال، شکلی ساده و دقیق رسم می               کنیم:

هدف محاسبۀ  است.  قطر مستطیل است، با استفاده از قضیۀ فیثاغورس داریم:

با استفاده از رابطه طولی در مثلث  داریم:

راه حل دوم: 

هدف محاسبۀ  است.  قطر مستطیل است، با استفاده از قضیۀ فیثاغورس داریم:

دو مثلث قائم الزاویۀ  و  متشابه هستند، زیرا:

در دو مثلث متشابه، نسبت اضلاع متناظر برابر است بنابراین:

M BBD

BD =۲ AB +۲ AD =۲ ۲ +۲ ۱ =۲ ۴ + ۱ = ۵ ⇒ BD =  ۵

BDM

BD =۲ M B .BC ⇒۲ ۲ (  ) =۵ ۲ M B ×۲ ۱ ⇒ M B = ۵

M BBD

BD =۲ AB +۲ AD =۲ ۲ +۲ ۱ =۲ ۴ + ۱ = ۵ ⇒ BD =  ۵

BAD
△

BDM
△

  ⇒
= B M = ۹۰Â D̂ ∘

 ⇒  =  

AD∣∣BC
BDمورب

} D̂۱ B̂۱⎭
⎬
⎫

∼BAD
△

BDM
△

 =
BD
AD

 ⇒
M B
BD

 =
 ۵

۱
 ⇒

M B
 ۵

M B = (  ) =۵
۲

۵
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BDCAMدر مثلث  می دانیم  است. به کمک رابطۀ تعمیم قضیۀ تالس داریم: ∣∣CD

 =
BD
BA

 ⇒
BC
BM

 =
BD
۴

 ⇒
۲
۱

BD = ۸

گزینه 2 46

مربع  را در نظر بگیرید. دایره ای به مرکز  و شعاع  واحد رسم می کنیم. این دایره دو ضلع  و  را قطع می کند.

، فاصلۀ نقطۀ  را از دو رأس  و  محاسبه می کنیم: با استفاده از رابطۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ 

بنابراین فاصلۀ نزدیک ترین رأس مربع تا نقاط تقاطع برابر  است.

ABCDD۲/۵ABBC

D MA
Δ

MAB

AM +۲ ۲ =۲ ۲/۵ ⇒( )۲ AM +۲ ۴ = ۶/۲۵ ⇒ AM =۲ ۲/۲۵

⇒ AM =  =۲/۲۵ ۱/۵ , M B = ۲ − ۱/۵ = ۰/۵

۰/۵ =  

۲
۱
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در مثلث قائم الزاویۀ  داریم:

. همچنین  قائم الزاویه است، کاملا واضح است که مثلث های  و  همنهشت اند، لذا 

بنابراین:

همچنین در مثلث  داریم:

راه حل دوم:

در شکل زیر تمام زوایای مشخص شده با یکدیگر برابرند که آن ها را  می نامیم.

، درنتیجه: در مثلث قائم الزاویۀ ABC داریم  و همچنین در مثلث قائم الزاویۀ BCE داریم 

ABD

: BD = AB + ADABD
Δ

۲ ۲ ۲

⇒ BD = ۹ + ۱۶ = ۲۵ ⇒ BD = ۵۲

ABNCDMDF = EBABD

AB = BE × BD ⇒ ۹ = BE × ۵ ⇒ BE = DF =  

۲

۵
۹

⇒ EF = ۵ − ۲ ×  =  

۵
۹

۵
۷

BF C

EN ∥ CF  

تالس قضیه
 =

BF
BE

 ⇒
BC
BN

 =
 +  

۵
۹

۵
۷

 

۵
۹

 ⇒
۴

BN
BN =  =

۱۶
۳۶

 

۴
۹

⇒ N C = ۴ −  =
۴
۹

 

۴
۷

S  =ANCM AB × N C = ۳ ×  =
۴
۷

 =
۴
۲۱

۵/۲۵

θ

tanθ =  

۴
۳

tanθ =  

۳
x

⇒  =
۳
x

 ⇒
۴
۳

x =  =
۴
۹

۲/۲۵

  

متوازی الاضلاع S = قاعده × ارتفاع = (۴ − x) × ۳ = (۴ − ۲/۲۵) × ۳
= ۱/۷۵ × ۳ = ۵/۲۵
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گزینه 1 48

، دو عمود  و  را بر قطر  رسم می کنیم. از دو رأس  و 

طبق روابط طولی در مثلث قائم الزاویه داریم:

به طور مشابه  است و داریم:

ACAECFBD

:ABD
Δ

BD =۲ AB +۲ AD =۲ ۳۶ + ۲۸ = ۶۴ ⇒ BD = ۸

:ABD
Δ

AD =۲ DE.BD ⇒ ۲۸ = DE × ۸ ⇒ DE =  =
۸
۲۸

۳/۵

BF = ۳/۵

EF = BD − (DE + BF ) = ۸ − ۷ = ۱

گزینه 2 49

B فرض کنید  باشد. در این صورت داریم:   B  =۱ ۲ x

  

 :  =  ⇒  =  ⇒ C  C  = ۲xAC  C  ۱ ۲
Δ

AC  ۱

AB  ۱

C  C  ۱ ۲

x
۲
۱

C  C  ۱ ۲

x
۱ ۲

 :  =  ⇒  =  ⇒ D  D  = ۳xAD  D  ۱ ۲
Δ

AD  ۱

AB  ۱

D  D  ۱ ۲

x
۳
۱

D  D  ۱ ۲

x
۱ ۲

 =
S  C  C  D  D  ۱ ۲ ۲ ۱

S  AB  B  ۱ ۲
 =

 (۲x + ۳x)h
۲
۱

 × x × h
۲
۱

 

۵
۱
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باتوجه به شکل و با کمک قضیۀ تالس داریم:

طرف راست تساوی ها باهم برابر است پس طرف چپ آن نیز باهم برابر است.

   

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧AC∣∣BD ⇒  =  

AB
OA

CD
OC

BC∣∣DE ⇒  =  

BE
OB

CD
OC

⇒  =
AB
OA

 ⇒
BE
OB

 =
۵
۳

 ⇒
BE
۸

BE = =
۳
۴۰

۱۳  

۳
۱

گزینه 2 51

راه حل اول:

راه حل دوم:

BC =  =۳ + ۴۲ ۲ ۵

  ⇒{
Ĉمشترک

A C = = ۹۰Ĥ Â ∘ ∼AHC
Δ

⇒ABC
Δ

 =
h  ۱

h  ۲
 =

BC
AC

 

۵
۴

:ABC
Δ

   

⎩⎪
⎨
⎪⎧h  × BC = AB × AC ⇒ ۵h  = ۳ × ۴ ⇒ h  =  ۱ ۱ ۱ ۵

۱۲

AC = HC × BC ⇒ ۱۶ = ۵HC ⇒ HC =  

۲

۵
۱۶

:AHC
Δ

h  ×۲ AC = h  ×۱ HC ⇒  =
h  ۱

h  ۲
 =

AC
HC

 =
۴

 

۵
۱۶

 

۵
۴
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گزینه 3 52

دو مثلث  و  باهم متشابه اند.

مساحت دو مثلث  و  باهم برابرند زیرا:

OAB
Δ

OCD
Δ

 =  ⇒  =  =  ⇒ h =  h
h′′

h′

CD
AB

h′′

h′

۱۲
۸

۳
۲ ′′

۲
۳ ′

h + h = ۱۰ ⇒ h +  h = ۱۰ ⇒ h = ۴ ⇒ h = ۶′ ′′ ′

۲
۳ ′ ′ ′′

∼ ⇒  =  ⇒ OB × OC = OA × OD (∗)OAB
Δ

OCD
Δ

OC
OA

OD
OB

OBC
Δ

OAD
Δ

 

⎩⎪
⎨
⎪⎧S  =  OB × OC × sinθ

OBC
Δ ۲

۱

S  =  OA × OD × sinθ
OAD

Δ ۲
۱

(∗)
S  =

OBC
Δ S  

OAD
Δ

S  = S  + S  + S  + S  

ABCD
Δ

ODC
Δ

OBC
Δ

OAB
Δ

OAD
Δ

⇒  =  +  + ۲S  

۲
(۸ + ۱۲) × ۱۰

۲
۶ × ۱۲

۲
۴ × ۸

OBC
Δ

⇒ ۱۰۰ = ۳۶ + ۱۶ + ۲S  ⇒ S  =  = ۲۴
OBC

Δ
OBC

Δ ۲
۴۸
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گزینه 4 53

،  و  را امتداد می دهیم تا همدیگر را در   ،   مطابق شکل، ساق های ذوزنقه  به طول اضلاع 

قطع کنند.  

ABCDAB = ۴CD = ۹AD = ۵BC = ۶S

AB∣∣CD  

تالس قضیۀ تعمیم
 =

SD
SA

 =
SC
SB

 

CD
AB

⇒  =
b + ۵

b
 =

a + ۶
a

 

۹
۴

⇒    

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

 =  ⇒ ۹b = ۴b + ۲۰ ⇒ b = ۴
b + ۵

b
۹
۴

 =  ⇒ ۹a = ۴a + ۲۴ ⇒ a = ۴/۸
a + ۶

a
۹
۴

⇒ SAB مثلث محیط = ۴ + ۴/۸ + ۴ = ۱۲/۸

گزینه 4 54

  

 =  

BC
EF

۵
۳

 =  =  ⇒  = ۱ − =  

S  BCFE

S  

BEC
Δ

 × (۳ + ۵) × h۲
۱ ′′

 × ۵ × h۲
۱ ′′

۸
۵

S  BCFE

S  

EFC
Δ

۸
۵

۸
۳

تشابه نسبت :  = (  ) =  ⇒  =  

S  

ABC
Δ

S  

AEF
Δ

۵
۳ ۲

۲۵
۹

S  BCFE

S  

AEF
Δ

S  − S  

ABC
Δ

AEF
Δ

S  

AEF
Δ

=  =  =  =  

 S  − S  ۹
۲۵

AEF
Δ

AEF
Δ

S  

AEF
Δ

 − ۱۹
۲۵

۱
 ۹

۱۶
۱

۱۶
۹

⇒  =  +  =  +  =  

S  

BCFE
Δ

S  

AEC
Δ

S  

BCFE
Δ

S  

EFC
Δ

S  

BCFE
Δ

S  

AEF
Δ

۸
۳

۱۶
۹

۱۶
۱۵
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رأس A را به C وصل می کنیم:

:ADC
Δ

 =
AD
AF

 ⇒
CD
OF

 =
۴
۱

 ⇒
۵a
OF

OF =  a
۴
۵

:ACD
Δ

 =
CB
CE

 ⇒
۲a
OE

 =
۴x
۳x

 ⇒
۲a
OE

OE =  a
۲
۳

EF = OF + OE = a +
۴
۵

 a =
۲
۳

 a
۴
۱۱

 =
CD
EF

 =
۵a

 a
۴
۱۱

 

۲۰
۱۱

گزینه 3 56

مثلث های DBC و EBC دارای قاعده های یکسان BC هستند.پس نسبت مساحت های آن ها برابر با نسبت ارتفاع ها است. پاره خط NM را از

طرفین امتداد می دهیم تا ضلع های DC و EB را قطع کند.

پس این دو مثلث ارتفاع های برابری دارند و مساحت آن ها باهم برابر است.

:  =  ⇒  =  ⇒ ۲h  = h + h ⇒ h  = hEBC
Δ

EC
EN

BC
N N ′

۲
۱

h + h  ۱

h  ۱
۱ ۱ ۱

:  =  ⇒  =  ⇒ ۲h  = h + h ⇒ h  = hDBC
Δ

DB
DM

BC
M M ′

۲
۱

h + h  ۲

h  ۲
۲ ۲ ۲

⇒ h  = h  ۱ ۲
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پاره خطی که وسط های دو ساق یک ذوزنقه را به هم وصل می کند، برابر است با میانگین طول دو قاعده. بنابراین طول پاره خط وسط برابر 

است.

 

۲
a + b

S  =۲ ۲S  ⇒۱  h(a +
۲
۱

 ) =
۲

a + b
۲ ×  h(b +

۲
۱

 )
۲

a + b

⇒  =
۲

۳a + b
۳b + a ⇒ ۳a + b = ۶b + ۲a ⇒ a = ۵b ⇒  =

a
b

 

۵
۱

گزینه 4 58

BC =۲ AC +۲ AB ⇒۲ BC =  =۶ + (۳  )۲ ۵ ۲ ۹ ⇒ M C = M B = ۴/۵

:ABC
Δ

AB =۲ BH × BC ⇒ ۴۵ = BH × ۹

⇒ BH = ۵ ⇒ HM = BH − M B = ۵ − ۴/۵ = ۰/۵

 =
S  

AHM
Δ

S  

ABC
Δ

 =
 

۲
AH × HM

 

۲
AH × BC

 =

 

۲

AH ×  

۲
۱

 

۲
AH × ۹

۱۸
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میزان اختلاف طول قطر از عدد 19 را می خواهیم:

AB = BH × BD۲

۱۷ = ۱۵ × BD ⇒ BD =  

۲

۱۵
۱۷۲

 −
۱۵
۱۷۲

۱۹ =  =
۱۵

۱۷ − ۱۵ × ۱۹۲

 =
۱۵

۲۸۹ − ۲۸۵
 

۱۵
۴

گزینه 3 60

. داریم: ،  و   ، AEفرض کنیم  = xED = ۳xBD = yDC = ۳y

:AN D
Δ

M E∣∣DN  

تالس
 =

M N
AM

 =
ED
AE

 

۳
۱

⇒ AM = z و M N = ۳z

:BCM
Δ

DN ∣∣CM  

تالس
 =

N M
BN

 =
DC
BD

 ⇒
۳
۱

 =
۳z
BN

 ⇒
۳
۱

BN = z

⇒  =
AM
AB

 =
z

z + ۳z + z
 =

z
۵z

۵

www.konkur.in

forum.konkur.in



1/18لرنیتو 1399

مبحثدرس

نام و نام خانوادگی

ها و مماس بر آن است؟1 ، نمودار تابع با ضابطۀ  بالای محور  myبه ازای کدام مقدار  = (m − ۲)x −۲ ۳x + m + ۲x

(2 (1

(4 (3

−۳−  

۲
۵

 

۲
۵۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1382

، یک ریشه دو برابر ریشۀ دیگر است، مجموع دو ریشۀ مثبت کدام است؟2 ۲xدر معادلۀ درجۀ دوم  +۲ ax + ۹ = ۰

4 (2 3/5 (1

5 (4 4/5 (3

از کشور 1384 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

قلمچی علوم تجربی یازدهم آزمون شماره 5 1397

قلمچی ریاضی و فیزیک یازدهم آزمون شماره 2 1400

yفاصلۀ دو خط به معادلات  و  کدام است؟3 =  x +۳ ۲ y −۳ ۳x + ۶ = ۰

(2 (1

(4 (3

۲ − ۳ −۳ ۱

 +۳ ۱۲ + ۳

از کشور 1388 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

ها را با کدام طول، قطع می کند؟4 ، محور  A(۲کوچک ترین دایرۀ گذرا بر دو نقطۀ  و  , ۵)B(−۴ , ۱)x

(2 (1

(4 (3

۱ , −۳۰ , −۳

۲ , −۱۳ , −۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

، از معادلۀ  دو جواب متمایز برای  حاصل می شود؟5 mxبه ازای کدام مجموعه مقادیر  − ۲  +x m − ۱ = ۰x

(2 (1

هیچ مقدار  (4 (3

m ≥ ۱m < ۲

۱ ≤ m < ۲m

از کشور 1388 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

هندسه تحلیلی و مقاطع مخروطیریاضی | کانال آقای کنکور
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، کدام6 ، در دو نقطۀ  و  متقاطع هستند. اندازۀ پاره خط  نمودارهای دو تابع  و 

است؟

y = ∣x − ۲∣ + ∣x + ۱∣y = x + ۷ABAB

(2 (1

(4 (3

۸ ۲۱۲

۱۳۱۰ ۲

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

ها،7 ، جدا می کند. این دایره بر روی محور  ، وتری به  طول  دایره ای به  مرکز  بر روی خط راست 

وتری با کدام اندازه جدا می کند؟

(۱ , ۳)۵x + ۱۲y = ۱۵۲ ۲۱x

(2 (1

(4 (3

۲ ۶۶

۲ ۱۵۸

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟8 ۲xمعادلۀ درجۀ دوم  دارای دو ریشۀ مثبت است. بازۀ مقادیر  +۲ mx + m + ۶ = ۰m

(2 (1

(4 (3

(−۴, ۰)(−۴, −۲)

(−۶, ۰)(−۶, −۴)

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

،  و  هستند. اندازۀ میانۀ نظیر ضلع افقی این9 اضلاع مثلثی، منطبق بر سه خط به معادلات 

مثلث، در صفحۀ مختصات کدام است؟

y + ۲x = ۱۶۲y − x = ۲y = ۰

(2 (1

(4 (3

۲ ۵۵

۳ ۳۶

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، به  ترتیب با اندازه های 5 و  واحد، حول10 حجم جسم حاصل از دوران مثلث قائم الزاویۀ  با ضلع های قائم  و 

، کدام است؟ خط گذرا از رأس  و موازی ضلع 

ABCABAC۲ ۶
CAB

(2 (1

(4 (3

۶۰π۷۰π

۷۵π۸۰π

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

، کدام است؟11 yمساحت ناحیۀ محدود به نمودارهای دو تابع  و  = x − ۴x + ۴۲y =  x +
۲
۱

۲

9 (2 8 (1

12 (4 10 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399
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، کدام است؟12 ، مفروض است. اندازۀ ارتفاع  در مثلث  ،  و  ,A(۱مثلثی با رأس های  ۵)B(۷, ۳)C(۲, −۲)AHABC

(2 4 (1

(4 5 (3

۳ ۲

۴ ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

معادلۀ درجۀ دوم  دارای دو ریشۀ حقیقی است. اگر مجموع ریشه ها با معکوس13

حاصل ضرب آن دو ریشه برابر باشد، مقدار  کدام است؟

۳x +۲ (۲m − ۱)x + ۲ − m = ۰
m

(2 (1

(4 (3

 

۲
۷۳

−۱−  

۲
۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

ها مماس شده است، طول نقطۀ تماس کدام14 نمودار تابع درجۀ دوم  از طرف بالا بر محور 

است؟

f(x) = ax +۲ ۴x + a − ۳x

(2 (1

2 (4 (3

−۲−  

۲
۱

 

۲
۱

از کشور 1383 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

 mبه ازای کدام مقدار  عدد  واسطۀ عددی بین دو ریشۀ معادلۀ  است؟15

۸
۱

(m −۲ ۴)x −۲ ۳x + m = ۰

(2 3 (1

(4 4 (3

−۳

−۴

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1384

αβ۴xاگر  و  ریشه های معادلۀ  باشند، مقدار  چقدر است؟16 −۲ ۱۲x + ۱ = ۰ +
 α

۱
 

 β
۱

3 (2 2 (1

6 (4 4 (3

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

هاست؟17 ، نمودار تابع با ضابطۀ  همواره در زیر محور  myبه ازای کدام مقادیر  = (m − ۱)x +۲
 x +۳ mx

(2 (1

(4 (3

m < −  

۲
۱

−  <
۲
۱

m < ۱

۱ < m <  

۲
۳

m >  

۲
۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1385
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ها را در دو نقطه به18 ، محور  ، منحنی به معادلۀ  به ازای کدام مجموعه مقادیر 

طول های منفی، قطع می کند؟

my = (m − ۲)x −۲ ۲(m + ۱)x + ۱۲x

(2 (1

هیچ مقدار  (4 هر مقدار  (3

m > ۲−۱ < m < ۲

mm

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

، کدام است؟19 xفاصلۀ نزدیک ترین نقاط دایره به معادلۀ  از خط به معادلۀ  +۲ y −۲ ۲x + ۴y = ۴۳x + ۴y = ۱۵

1 (2 (1

2 (4 (3

 

۲
۱

 

۲
۳

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

در یک مکعب به طول یال a، صفحۀ قطری، آن را به دو قسمت مساوی تقسیم می کند. این دو قسمت را در وجه مربع به هم20

a۲می چسبانیم. سطح کل منشور حاصل، چند برابر  است؟

(2 (1

(4 (3

۵ + ۲۴ + ۲ ۲

۵ + ۲ ۲۳ + ۴ ۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

دو ضلع یک مستطیل منطبق بر دو خط به معادلات  و  و یک رأس آن نقطۀ  است.21

مساحت این مستطیل کدام می باشد؟

۲y + x = ۶۲x − y = ۷A(۸, ۵)

9/6 (2 7/2 (1

12/8 (4 11/4 (3

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

به ازای کدام مقدار  زاویۀ بین خط مماس بر دایرۀ  و خط به معادلۀ  در نقطۀ تلاقی22

آن ها 90 درجه است؟

ax +۲ y −۲ ۲x + y = ۱۳x + ۲y = a

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

,a)نقطۀ  مرکز دایرۀ گذرنده بر دو نقطۀ  و  است. شعاع این دایره کدام می باشد؟23 ۲a)(۲, ۱)(−۱, ۴)

(2 (1

(4 (3

۳۴

۲ ۲۳ ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1384
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xدر معادلۀ  یک ریشه از نصف ریشۀ دیگر 5 واحد بیشتر است.  کدام است؟24 −۲ ۸x + m = ۰m

12 (2 10 (1

15 (4 14 (3

از کشور 1391 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، منحنی به معادلۀ  یک دایره است؟25 a۲xبه ازای کدام مجموعه مقادیر  +۲ (a −۲ ۷)y +۲ ۴y + a = ۰

(2 (1

(4 (3

−۳{ }۳{ }

−۳, ۳{ }∅

از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در یک بیضی به اقطار  و 2 واحد، دایره ای هم مرکز با بیضی و شعاع 2 واحد، بیضی را در نقطۀ  قطع می کند. مجموع26

مربعات فواصل  از دو کانون بیضی کدام است؟

۲  ۵M

M

16 (2 12 (1

20 (4 18 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

بهروز یک مجلّه را به تنهایی 9 ساعت زودتر از فرهاد تایپ می کند. اگر هر دو باهم کار کنند، در 20 ساعت این کار انجام می شود.27

بهروز به تنهایی در چند ساعت این کار را انجام می دهد؟

33 (2 32 (1

36 (4 35 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

f(x)منحنی توابع با ضابطۀ  بر خط به معادلۀ  مماس اند، فاصلۀ دو نقطۀ تماس کدام است؟28 = −x +۲ bx + ۳y = ۷

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

axبه ازای کدام مقدار  دایرۀ به معادلۀ  بر خط به معادلۀ  مماس است؟29 +۲ y −۲ ۲x + ۴y + a = ۰x + ۳y = ۰

(2 (1

5 (4 3 (3

 

۲
۳

 

۲
۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1385
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۳aاگر  باشد، عدد  کدام است؟30 +  =۲a + ۴a۲ ۲
a

a + ۱

2/5 (2 1/5 (1

4/5 (4 3/5 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

سرعت یک قایق موتوری در آب راکد 100 متر در دقیقه است. این قایق فاصلۀ 1200 متری در رودخانه را رفته و برگشته است.31

اختلاف  زمان رفت  و برگشت 5 دقیقه است. سرعت آب رودخانه، چند متر در دقیقه است؟

15 (2 12 (1

25 (4 20 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

، اندازۀ قطر کوچک 6 واحد است. خروج از مرکز این بیضی کدام است؟32 ,۲در یک بیضی به کانون های  و  −۱( )۲, ۷( )

0/64 (2 0/6 (1

0/8 (4 0/75 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

، دو برابر معکوس هر ریشه از معادلۀ  باشد، 33 اگر هر یک از ریشه های معادلۀ 

کدام است؟

۳x +۲ ax + b = ۰۴x −۲ ۷x + ۳ = ۰a

(2 (1

(4 (3

−۱۴−۱۲

−۸−۶

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1386

,۲)دایرۀ به مرکز  و مماس بر نیمساز ربع اول، خط به معادلۀ  را با کدام طول ها قطع می کند؟34 ۰)y = ۱

2) و  1) و 

4) و  3) و 

۱۳۰۴

 

۲
۱

 

۲
۵۲ − ۲۲ +  ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1386

,۰)شعاع دایره ای که از دو نقطۀ  و  گذشته و مرکز آن روی خط به معادلۀ  باشد، کدام است؟35 ۰)(۳, ۱)y = ۲x

(2 (1

(4 (3

۲ ۲۵

۱۰۱۳

از کشور 1386 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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xدو دایره به معادلات  و  نسبت به  هم کدام وضع را دارند؟36 +۲ y −۲ ۲x + ۶y = ۸x +۲ y +۲ ۸x − ۴y + ۱۲ = ۰

مماس داخل (2 مماس خارج (1

متخارج (4 متقاطع (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387

ها را در دو نقطه به طول های منفی قطع37 ، نمودار تابع  محور  به ازای کدام مجموعه مقادیر 

می کند؟

af(x) = ax +۲ (a + ۳) x − ۱x

(2 (1

(4 (3

a < −۹a < −۳

a > −۱−۳ < a < ۰

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

,۲)دایره ای از دو نقطۀ  و  گذشته و بر خط به معادلۀ  مماس است. شعاع این دایره کدام می باشد؟38 ۰)(−۲, ۰)y = ۱

(2 (1

(4 (3

 

۲
۳۵

 

۲
۵۳

از کشور 1388 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

هر خط قائم بر یک دایره، از نقطۀ  می گذرد. این دایره بر خط به معادلۀ  مماس است. شعاع دایره کدام39

می باشد؟

(−۲, ۱)y = x − ۱

(2 (1

(4 (3

۲۲ ۲

۳۳ ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388

,۰)دایره ای از دو نقطۀ  و  گذشته و معادلۀ یک قطر آن به صورت  است. شعاع این دایره کدام است؟40 ۱)(۳, ۰)x − y = ۲

2 (2 (1

3 (4 (3

۲

۵

قلمچی علوم تجربی یازدهم آزمون شماره 1 1397

قلمچی ریاضی و فیزیک دوازدهم آزمون شماره 13 1398

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

نقطۀ  رأس یک متوازی الاضلاع است که دو ضلع آن منطبق بر دو خط به معادلات  و41

 می باشند. مختصات وسط قطر آن کدام است؟

A(۷, ۶)۲y − ۳x = ۱۱
۳y + ۴x = ۸

(2 (1

(4 (3

(۱, ۵)(۳, ۴)

(۳, ۵)(۴, ۳)

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390
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,۱−)دایره ای از نقطۀ  گذشته و بر هر دو محور مختصات مماس است. قطر دایرۀ بزرگ تر کدام می باشد؟42 ۲)

10 (2 8 (1

15 (4 12 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

ظرفی است به شکل نیمکره، به ضخامت یکنواخت 3 واحد و قطر خارجی دهانۀ آن 16 واحد است. سطح کل این ظرف چند برابر43

π است؟

212 (2 208 (1

217 (4 215 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

، خط به معادلۀ  بر دایرۀ  مماس است؟44 myبه ازای کدام مقدار  = mx + ۲x +۲ y −۲ ۲x = ۳

2) و  1) و 

4) و  3) و 

−  

۳
۴

۰ 

۳
۴

۰

−  

۳
۴

۱ 

۳
۲

۱

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، از ناحیۀ اول محورهای مختصات نمی گذرد؟45 ، نمودار تابع  af(x)به ازای کدام مجموعه مقادیر  = (a − ۳) x +۲ ax − ۱

(2 (1

(4 (3

a ≤ ۲۰ < a ≤ ۲

۲ < a < ۳۰ < a < ۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

,۲)شعاع دایره ای که از سه نقطه با مختصات  و  و  می گذرد، کدام است؟46 ۱)(−۲, ۴)(۰, ۰)

2/5 (2 2 (1

3/5 (4 3 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

در یک دنبالۀ هندسی، جملۀ دوم و دو برابر جملۀ پنجم و جملۀ هشتم می توانند سه جملۀ متوالی از یک دنبالۀ حسابی باشند.47

بزرگ ترین این سه عدد چندبرابر کوچک ترین آن ها است؟

(2 (1

(4 (3

۲ + ۳۵ + ۲ ۳

۵ + ۴ ۳۷ + ۴ ۳

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 2 تابستان 1398

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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xاگر معادلۀ  دارای چهار ریشۀ حقیقی متمایز باشد، مجموعۀ مقادیر  به کدام صورت است؟48 −۴ (m + ۲)x +۲ m + ۵ = ۰m

(2 (1

(4 (3

m < −۴m > ۴

−۴ < m < ۴۴ < m < ۹

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1385

۲xدو ضلع یک مربع منطبق بر دو خط به معادلات  و  هستند، مساحت این مربع کدام است؟49 − ۲y = ۳y = x + ۱

(2 (1

(4 (3

 

۸
۹

 

۴
۹

 

۸
۲۵

 

۴
۲۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

نمودار تابع با ضابطۀ  را حداقل چند واحد به طرف  های مثبت انتقال دهیم تا طول نقاط تلاقی نمودار50

ها غیرمنفی باشد؟ حاصل با محور 

y = x −۲ ۳x − ۱۰x

x

(2 1 (1

3 (4 2 (3

۱/۵

قلمچی ریاضی و فیزیک یازدهم آزمون شماره 2 1397

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، محور xها را در هر دو طرف مبدأ51 به ازای کدام مجموعۀ مقادیر m، منحنی به معادلۀ 

مختصات، قطع می کند؟

y = (m + ۲)x +۲ ۳x + ۱ − m

(2 1) یا 

فقط  (4 فقط  (3

m > ۱m < −۲−۲ < m < ۱

m < −۲m > ۱

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟52 ,۲−)شعاع دایره به مرکز  و مماس خارج بر دایره  ۲)x +۲ y −۲ ۲x + ۴y + ۱ = ۰

3 (2 (1

4 (4 (3

۲ ۲

۲ ۳

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

از داخل یک استوانۀ قائم توپُر، به شعاع قاعدۀ 4 و ارتفاع 5 واحد، بزرگ ترین مخروط قائم ممکن را حذف می کنیم. جسم حاصل را53

با صفحه ای موازی قاعدۀ مخروط به فاصلۀ 3 واحد از آن قطع می دهیم. مساحت مقطع حاصل، کدام است؟

(2 (1

(4 (3

۱۰/۳۶π۱۱/۲۸π

۱۲/۵۶π۱۳/۴۴π

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، برابر کدام است؟54 ،  و  ,۰)شعاع دایرۀ گذرا بر سه نقطۀ  ۰)(۲, ۱)(۱, −۲)

(2 (1

(4 (3

 

۲
 ۱۰۳

۵
 

۲
 ۱۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393

معادلۀ سه ضلع یک مثلث  و  و  است. معادلۀ خطی که کوچک ترین ارتفاع این مثلث بر آن قرار55

دارد، کدام است؟

x + y = ۱y = ۲xx = ۱

(2 (1

(4 (3

y =  

۳
۲

x =  

۳
۲

y + x =  

۳
۲

y + x =  

۳
۱

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 2 تابستان 1398

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1384

نقطۀ  وسط قطر مربعی است که یک ضلع آن منطبق بر خط به معادلۀ  می باشد. مساحت این مربع56

کدام است؟

A(۳, −۱)۲y − x = ۵

45 (2 40 (1

80 (4 75 (3

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام است؟57 ،  و  ,A(۲مساحت مثلثی با سه رأس به مختصات  ۵)B(۳, ۰)C(۰, ۲)

6/5 (2 6 (1

7/5 (4 7 (3

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

یک خط از دسته خطوط به معادلۀ  بر خط گذرنده از دو نقطۀ  و  عمود58

است، معادلۀ آن خط کدام است؟

(k + ۱)y + ۲kx − k + ۱ = ۰A(۲, −۱)B(۸, ۳)

(2 (1

(4 (3

۲y + ۳x = ۴۲y + ۳x = ۱

۲y − ۳x = −۵۳y − ۲x = −۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1380

πیک مثلث قائم الزاویه با زاویۀ 30 درجه و طول وتر 8 واحد، حول وتر خود دوران می کند، حجم جسم حاصل چندبرابر  است؟59

32 (2 24 (1

40 (4 36 (3

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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یک ذوزنقۀ قائم الزاویه به قاعده های 2 و 5 و ساق قائم 3 واحد را حول ساق قائم دوران می دهیم. حجم جسم حاصل، کدام است؟60

(2 (1

(4 (3

۳۶π۳۸π

۳۹π۴۰π

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

۲سطح محدود به مستطیل  و نیم دایره به قطر 3 واحد، حول خط  دوران می کند. حجم جسم حاصل چندبرابر  است؟61 × ۵Δπ

15 (1

15/5 (2

16/5 (3

17 (4

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

xحاصل ضرب ریشه های حقیقی معادلۀ  کدام است؟62 +۲ ۴x + ۳ = x + ۴x + ۵۲

1 (2 -2 (1

4 (4 2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1394

، کدام است؟63 x)مجموع ریشه های حقیقی معادلۀ  + x) −۲ ۲ ۱۸(x +۲ x) + ۷۲ = ۰

(2 (1

4 (4 2 (3

−۴−۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 3 1394

قلمچی ریاضی و فیزیک یازدهم آزمون شماره 2 1398

ها را در دو نقطه به طول های 1 و 3 قطع کرده و مرکز آن، بر روی نیمساز ربع اول است. شعاع این دایره کدام64 دایره ای، محور 

است؟

x

2 (2 (1

3 (4 (3

۳

۵

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

۹مساحت مقطع یک مکعب با صفحه قطری آن برابر  است، اندازۀ قطر مکعب کدام است؟65 ۲

(2 (1

(4 (3

۲ ۳۳ ۲

۲ ۶۳ ۳

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، مجموع جذر هر دو ریشۀ معادلۀ درجۀ دوم  برابر با 2 است؟66 m۲xبه ازای کدام مقدار  −۲ (m + ۱)x +  =
۸
۱

۰

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

، دارای دو ریشۀ مثبت است؟67 axبه ازای کدام مقدار  معادلۀ درجۀ دوم  −۲ ۲(a − ۲)x + ۱۴ − a = ۰

(2 (1

(4 (3

−۲ < a < ۲۲ < a < ۵

۲ < a < ۱۴۵ < a < ۱۴

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

، محور xها را با کدام طول، قطع می کند؟68 ۲)دایره ای به مرکز  و مماس بر خط به معادلۀ  , −۱)x − y = ۱

4 و 1 (2 3 و 1 (1

4 و 1/5 (4 3 و 2 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

، بر هر دو محور مختصات مماس است. شعاع آن کدام است؟69 ,۱)دایرۀ گذرا بر نقطۀ  −۲)

5 و 1 (2 4 و 1 (1

5 و 2 (4 4 و 2 (3

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، دو برابر فاصلۀ آن از مبدأ مختصات است. بزرگ ترین وتر از مکان نقاط M کدام است؟70 Mفاصلۀ نقطۀ  از نقطۀ  (x, y)A(۳, ۶)

(2 (1

(4 (3

۲ ۳۲ ۵

۴ ۳۴ ۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

نقطۀ  مرکز یک دایره است که بر روی خط  وتری به طول  جدا می کند. این دایره خط71

 را با کدام طول، قطع می کند؟

A −۱, ۴( )۲x − ۳y + ۱ = ۰۲ ۷
y = ۲

 ، (2  ، (1

(4 (3

−۵۳−۴۲

−۱ ± ۲−۱ ± ۳

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، دارای دو ریشۀ حقیقی مثبت است؟72 xبه ازای کدام مجموعه مقادیر m، معادلۀ درجۀ دوم  +۲ (m − ۲)x + m + ۱ = ۰

(2 (1

(4 (3

−۱ < m < ۰m < ۰

۲ < m < ۸m > ۸

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، چند ریشۀ حقیقی متمایز دارد؟73 x)معادلۀ  − ۲x) −۲ ۲ (x −۲ ۲x) = ۲

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

اگر  و  ریشه های معادلۀ  باشند، مجموعه جواب های کدام معادله، به صورت 74

است؟

αβ۲x −۲ ۳x − ۴ = ۰{  +
α
۱

۱ ,  +
β
۱

۱}

(2 (1

(4 (3

۴x −۲ ۵x + ۱ = ۰۴x −۲ ۳x + ۱ = ۰

۴x −۲ ۵x − ۱ = ۰۴x −۲ ۳x − ۱ = ۰

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

اگر  و  ریشه های معادلۀ  باشند، به ازای کدام مقدار  مجموعه جواب های معادلۀ75

 به صورت  است؟

αβx(۵x + ۳) = ۲k

۴x −۲ kx + ۲۵ = ۰{  ,  }
α۲
۱

β۲
۱

28 (2 27 (1

31 (4 29 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

۲aاگر  باشد، عدد  کدام است؟76 +  =۳a + ۱۶ ۱۴a + ۹

6 (2 4 (1

21 (4 15 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

پرنده ای فاصلۀ یک کیلومتر را در جهت موافق باد رفته و در جهت مخالف باد برگشته است. اگر سرعت باد 5 کیلومتر در ساعت و77

مدت رفت وبرگشت 9 دقیقه باشد، سرعت پرنده در هوای آرام، چند کیلومتر در ساعت است؟

12/5 (2 12 (1

15 (4 13/5 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، معکوس یکدیگرند؟78 mmxبه ازای کدام مقدار  ریشه های حقیقی معادلۀ  +۲ ۳x + m =۲ ۲

(2 (1

2 (4 1 (3

−۲−۱

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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نقطۀ  مرکز دایره ای است که بر دو خط به معادلات  و  مماس است. شعاع دایرۀ کوچک تر کدام79

است؟

M (۲  , b)۵y = ۲xx = ۲y

1/5 (2 1 (1

2/5 (4 2 (3

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

مرکز دایره  ای بر روی نیمساز ناحیۀ اوّل است. اگر این دایره از نقطۀ  گذشته و بر خط به معادلۀ  مماس شود،80

شعاع آن کدام است؟

A(۶, ۳)y = ۲x

(2 (1

(4 (3

۵۶

۲ ۲۱۰

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

، مماس است. مختصات مرکز این دایره کدام81 دایرۀ گذرا بر مبدأ مختصات، بر دو خط به معادلات  و 

است؟

y = ۲xy = ۲x + ۱۰

(2 (1

(4 (3

(−۳, ۲)(−۳, ۱)

(−۲, ۱)(−۱, ۲)

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

دو دایرۀ  و  در نقطۀ  مماس برونی هم هستند. اگر قائم های بر دایرۀ C همواره از نقطۀ  بگذرد، مرکز دایرۀ82

 با شعاع  کدام است؟

CC′(۰, ۱)(۲, −۳)

C′
 ۵

(2 (1

(4 (3

(−۱, ۳)(−۱, ۲)

(۱, −۲)(۱, −۱)

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1394

xبه ازای کدام مقدار a، دو دایره به معادلات  و  مماس خارج یکدیگرند؟83 +۲ y +۲ ۴x = ۰x +۲ y −۲ ۲x + ۸y + a = ۰

6 (2 5 (1

8 (4 7 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

دایرۀ C بر دایره به معادلۀ  مماس خارج است. هر خط قائم بر دایرۀ C از نقطۀ  می گذرد.84

شعاع دایرۀ C کدام است؟

x +۲ y −۲ ۴x + ۲y = ۴(۸, ۷)

7 (2 6 (1

9 (4 8 (3

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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,۲)دو دایره گذرا بر نقطۀ  بر هر دو محورهای مختصات مماس است. شعاع دایرۀ بزرگ     تر، کدام است؟85 −۹)

15 (2 14 (1

19 (4 17 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک چهارم داخل 1395

در یک مکعب صفحۀ گذرا بر یک یال و وسط یال دیگر، آن را به دو قطعه نابرابر تقسیم می کند. نسبت حجم های این دو قطعه86

کدام است؟

(2 (1

(4 (3

 

۴
۱

 

۳
۱

 

 ۵
۱

 

 ۳
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

، برابر  است. طول87 دو نقطه بر خط به معادلۀ  قرار دارند که فاصلۀ این نقاط از خط به معادلۀ 

این دو نقطه، کدام می باشد؟

y = x − ۱۲x − ۳y = ۵۱۳

11 و 15- (2 9 و 15- (1

9- و 11 (4 15 و 11- (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1389

قلمچی علوم تجربی یازدهم آزمون شماره 1 1397

دایره ای بر محور xها و خط به معادلۀ  مماس است. اگر مرکز این دایره در ناحیۀ اول و شعاع آن 3 واحد باشد،88

نقطۀ مشترک آن با محور xها با کدام طول است؟

۳x + ۴y = ۰

1/5 (2 1 (1

2/5 (4 2 (3

از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

,A(−۱طول شعاع دایره ای که از سه نقطۀ  و  و  می گذرد، کدام است؟89 ۰)B(۳, ۰)C(۰, −۳)

(2 (1

(4 (3

۳۲

۵۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1382

xدو دایره به معادلات  و  نسبت به  هم کدام وضع را دارند؟90 +۲ y −۲ ۲x + ۴y = ۱۳x +۲ y +۲ ۲x = ۱

مماس خارج (2 مماس داخل (1

متداخل (4 متقاطع (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1383
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، نسبت به یکدیگر چگونه اند؟91 xدو دایره به معادله های  و  +۲ y −۲ ۴x + ۴y = ۱x +۲ y −۲ ۴x + ۸y + ۱۹ = ۰

مماس داخلی (2 مماس خارجی (1

یکی خارج دیگری (4 متقاطع در دو نقطه (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1380

، دارای دو ریشۀ حقیقی منفی است؟92 m)به ازای کدام مقادیر m، معادلۀ درجۀ دوم  − ۶)x −۲ ۲mx − ۳ = ۰

(2 (1

(4 (3

m < −۶m > ۳

۰ < m < ۳۳ < m < ۶

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

یازده کیلوگرم رنگ با غلظت 40 درصد با چهار کیلوگرم رنگ از همان نوع با غلظت 70 درصد مخلوط شده اند. با تبخیر چند93

کیلوگرم آن، غلظت محلول به 50 درصد می رسد؟

(2 (1

(4 (3

۰/۴۰/۵

۰/۶۰/۸

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 2 تابستان 1398

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، یک واحد کمتر است؟94 ۲xریشه های کدام معادله، از معکوس ریشه های معادلۀ درجه دوم  −۲ ۳x − ۱ = ۰

(2 (1

(4 (3

x −۲ ۳x + ۱ = ۰x +۲ ۳x + ۱ = ۰

x −۲ ۵x + ۲ = ۰x +۲ ۵x + ۲ = ۰

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

f(x)اگر بیشترین مقدار تابع با ضابطۀ  برابر صفر باشد، مقدار  کدام است؟95 = (K + ۳)x −۲ ۴x + KK

(2 (1

4 (4 1 (3

−۴−۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1383

۳xدر معادلۀ  یک ریشه از سه برابر ریشۀ دیگر 3 واحد بیشتر است.  کدام است؟96 −۲ ۱۷x + m = ۰m

10 (2 9 (1

15 (4 12 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387
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، عدد  واسطۀ هندسی بین ریشه های حقیقی معادلۀ  است؟97 m۲mxبه ازای کدام مقدار  −۲ ۵x + m −۲ ۳ = ۰

(2 1 (1

(4 3 (3

−۱

−۳

از کشور 1384 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، توان سوم ریشه های معادلۀ98 به ازای کدام مقدار m، هریک از ریشه های معادلۀ درجۀ دوم 

 است؟

۸x −۲ mx − ۸ = ۰
۲x −۲ x − ۲ = ۰

11 (2 9 (1

15 (4 13 (3

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

اگر  و  ریشه های معادلۀ  باشند، به ازای کدام مقدار k مجموعه جواب های معادلۀ 99

به صورت  است؟

αβ۲x −۲ ۳x = ۱۸x +۲ kx − ۱ = ۰
α β, αβ{ ۲ ۲}

6 (2 5 (1

9 (4 7 (3

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

mmxبه ازای کدام مقدار  ، مجموع مربعات ریشه های حقیقی معادلۀ  برابر 6 است؟100 −۲ (m + ۳)x + ۵ = ۰

1 (2 (1

4) و  1 و  (3

−  

۵
۹

−  

۵
۹

 

۵
۹

−۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393

، از ریشه های معادلۀ  یک واحد بیشتر است،  کدام است؟101 ۳xریشه های معادلۀ  +۲ ax + b = ۰۳x −۲ ۴x − ۱ = ۰b

2 (2 (1

6 (4 4 (3

−۵

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، یک واحد از ریشه های معادلۀ  بیشتر است،  کدام102 ریشه های معادلۀ درجۀ دوم 

است؟

x +۲ ax + b = ۰۳x +۲ ۷x + ۱ = ۰b

(2 (1

(4 (3

−۲−۱

 

۳
۲

 

۳
۴

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387
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ها103 اگر یکی از منحنی های تابع درجۀ دوم  نسبت به خط  متقارن باشد، این منحنی محور 

را با کدام طول مثبت قطع می کند؟

y = (a − ۱)x +۲ x + ۳x = ۲x

3 (2 2 (1

6 (4 4 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1383

ها را در دو نقطه به طول های مثبت قطع کند، آنگاه مجموعه مقادیر104 ، محور  اگر منحنی به معادلۀ 

 به کدام صورت است؟

y = ۲x −۲ ۴x + m − ۳x

m

(2 (1

(4 (3

m > ۳۳ < m < ۴

۳ < m < ۵۴ < m < ۵

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387

، از معادلۀ  فقط یک جواب برای  حاصل می شود؟105 mmxبه ازای کدام مقادیر  − ۳  +x m − ۲ = ۰x

(2 (1

(4 (3

 <
۲

−۳
m < ۲۰ < m < ۲

 <
۲
۳

m <  

۲
۵۲ < m < ۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388
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مبحثدرس

گزینه 3

گام اول

گام دوم

1

ها مماس می شود که ریشۀ مضاعف داشته باشد. در این صورت  خواهد بود. الف) نمودار تابع درجۀ دو در صورتی بر محور 

ها مماس شده است، پس ضریب مثبت در نظر گرفته می شود. ها قرار دارد و بر محور  ب) چون نمودار تابع بالای محور 

xΔ = ۰
xxx۲

اشتراک دو مجموعه جواب  و  مقدار  را به ما می دهد.

y = (m − ۲)x −۲ ۳x + m + ۲

۱) m − ۲ > ۰ ⇒ m > ۲ (I)

۲) Δ = ۰ ⇒ (−۳) − ۴(m − ۲)(m + ۲) = ۰ ⇒ ۹ − ۴(m − ۴) = ۰۲ ۲

⇒ m − ۴ =  ⇒ m = ۴ +  =  ⇒ m = ±  (II)۲

۴
۹ ۲

۴
۹

۴
۲۵

۲
۵

(I)(II)m =  

۲
۵

پاسخنامه هندسه تحلیلی و مقاطع مخروطیریاضی | آقای کنکور
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گزینه 3

گام اول

گام دوم

2

۲xاگر یکی از ریشههای معادلۀ  را برابر  در نظر بگیریم، ریشۀ دیگر برابر  می شود. +۲ ax + ۹ = ۰α۲α

روش اول: 

حاصلضرب ریشهها برابر  است. هریک از ریشهها را تع�ن میکنیم:

بنابراین یکی از ریشهها برابر  و دیگری برابر 3 است. پس مجموع ریشهها برابر  می شود.

روش دوم:

یکی از ریشهها  و دیگری  است، پس داریم:

 =
a
c

 

۲
۹

α(۲α) =  ⇒
۲
۹

۲α =۲
 ⇒

۲
۹

α =۲
  

۴
۹ مثبت ریشه ها

α =  ⇒
۲
۳

۲α = ۲(  ) =
۲
۳

۳

 

۲
۳

۴/۵

α۲α

۲x + ax + ۹ = (x − α)(x − ۲α) = x − ۳αx + ۲α۲ ۲ ۲

 ⇒ x + x +  = x − ۳αx + ۲α۲

۲
a

۲
۹ ۲ ۲

⇒  = −۳α , ۲α =  ⇒ α =  

۲
a ۲

۲
۹ ۲

۴
۹

 α =  , ۲α = ۳ ⇒ α + ۲α =  + ۳ = ۴/۵α>۰

۲
۳

۲
۳

www.konkur.in

forum.konkur.in



3/69لرنیتو 1399

گزینه 3

گام اول

گام دوم

3

axنکته: فاصلۀ دو خط موازی با معادلات  و  برابر است با: + by + c = ۰ax + by + c =′ ۰

d =  

 a + b۲ ۲

c − c∣ ′∣

ابتدا شیب دو خط را به  دست میآوریم:

شیب دو خط برابر با  است؛ بنابراین دو خط موازی اند. اکنون باتوجه به گام اول، معادلۀ دو خط را به فرم استاندارد مینویسیم.

دقت کنید که ضریب  و  در دو خط موازی باهم برابر باشند.

فاصلۀ این دو خط موازی برابر است با:

y =  x + ۲ ⇒ m =  ۳ ۱ ۳

 y − ۳x + ۶ = ۰ ⇒ m = −  =  ×  =  =  ۳ ۲
 ۳

−۳
 ۳

۳
 ۳
 ۳

۳
 ۳ ۳

۳

۳
xy

y = x + ۲ ⇒ y − x − ۲ = ۰۳ ۳

y − ۳x + ۶ = ۰  y −  x +  = ۰ ⇒ y −  x + ۲  = ۰۳  ÷ ۳

 ۳
۳

 ۳
۶

۳ ۳

d =  =
 (−  ) + ۱۳

۲ ۲

   −۲ − ۲∣
∣ ۳∣

∣
 =

 ۴
 −۲ (۱ +  )  ∣

∣ ۳ ∣
∣

 =
۲

۲ (۱ +  )۳
۱ +  ۳
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گزینه 1 4

، دایره ای است که  یک قطر آن باشد. کوچک ترین دایرۀ گذرنده از  و 

حال داریم:

ABAB

است. AB Oوسط ⇒ O =  =
۲

A + B
(−۱ , ۳)

R = ∣OA∣ =  =(۲ + ۱) + (۵ − ۳)۲ ۲
 =۹ + ۴  ۱۳

⇒ دایره : (x + ۱) + (y − ۳) = ۱۳۲ ۲

 (x + ۱) + (۰ − ۳) = ها۱۳ x محور با برخورد ۲ ۲

⇒ (x + ۱) = ۴ ⇒ x + ۱ = ±۲ ⇒ x = ۱ , x = −۳۲

گزینه 3

گام اول

گام دوم

5

الف) معادله را با تغ�ر متغیر  به معادلۀ درجۀ  دو تبدیل میکنیم.

، ب) برای این که معادلۀ اولیه دارای دو جواب متمایز باشد، باید معادلۀ جدید دو ریشۀ مثبت داشته باشد. پس سه شرط 

 و  را برای معادلۀ جدید بررسی میکنیم.

 =x t

Δ > ۰
 t +۱  t >۲ ۰  t t >۱ ۲ ۰

، معادلۀ  به معادلۀ  تبدیل می شود که دارای دو توجه داشته باشید که به ازای 

جواب  و  است. پس  نیز قابل قبول است:

x − ۲  +x m − ۱ = ۰ ⇒ (  ) −x
۲ ۲ +x m − ۱ = ۰  

 =tx
t −۲ ۲t + m − ۱ = ۰

  

۱) Δ > ۰ ⇒ ۴ − ۴(m − ۱) > ۰ ⇒ ۴ − ۴m + ۴ > ۰ ⇒ ۴m < ۸ ⇒ m < ۲ (I)

۲) t t >۱ ۲ ۰ ⇒  >
۱

m − ۱
۰ ⇒ m − ۱ > ۰ ⇒ m > ۱ (II)

 ۳) t +۱  t >۲  ۰ ⇒ −(− ) >
۱
۲

۰ ⇒ ۲ > ۰ ⇒ است برقرار همواره

m = ۱x − ۲  +x m − ۱ = ۰x − ۲  =x ۰
x = ۰x = ۴m = ۱

(I) ∩ (II) ∪ m = ۱ ⇒ ۱ ≤ m < ۲
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گزینه 4 6

حال نمودار دو تابع  و  را رسم میکنیم:

 y = ∣x − ۲∣ + ∣x + ۱∣ ,  y = x + ۷۱ ۲

 y =  ⇒ y =    ۱
⎩⎪
⎨
⎪⎧− x + ۲ − x − ۱ ; x ≤ −۱

− x + ۲ + x + ۱ ; −۱ < x ≤ ۲
x − ۲ + x + ۱ ; x > ۲

۱
⎩⎪
⎨
⎪⎧− ۲x + ۱ ; x ≤ −۱

۳ ; −۱ < x ≤ ۲
۲x − ۱ ; x > ۲

y۱ y۲

x > ۲ : ۲x − ۱ = x + ۷ ⇒ x = ۸

x < −۱ : −۲x + ۱ = x + ۷ ⇒ x = −۲

AB =  =    (x − x ) + (y   − y )B A
۲

B A
۲ (۸ − (−۲)) + (۱۵ − ۵)۲ ۲

=  = ۱۰  ۱۰۰ + ۱۰۰ ۲
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گزینه 4 7

از مرکز دایره بر خط  عمود میکنیم، پس  و داریم:

ها، مقدار  را در معادلۀ دایره برابر با صفر قرار می دهیم: حال برای یافتن محل برخورد دایره و محور 

L : ۵x + ۱۲y − ۱۵ = ۰ AH = HB = ۲۱

∣OH∣ =  =
 ۵ + ۱۲۲ ۲

∣۵(۱) + ۱۲(۳) − ۱۵∣
 =

۱۳
۲۶

۲

: فیثاغورس ⇒ R = ۲ + (  ) = ۲۵OHA
Δ

۲ ۲ ۲۱
۲

⇒ دایره : (x − ۱) + (y − ۳) = ۲۵۲ ۲

xy

(x − ۱) + (۰ − ۳) = ۲۵ ⇒ (x − ۱) + ۹ = ۲۵ ⇒ (x − ۱) = ۱۶۲ ۲ ۲ ۲

⇒ x − ۱ = ±۴ ⇒ x = −۳ , x = ۵
⇒ ها x محور با برخورد نقاط : (−۳ , ۰) , (۵ , ۰)

⇒ حاصل پاره خط طول = ۵ − (−۳) = ۸

گزینه 4 8

،  و  باشد، بنابراین داریم: برای اینکه معادلۀ درجۀ دوم دارای دو ریشۀ مثبت باشد باید 

حال از حدود m در (1)، (2) و (3) اشتراک میگیریم، درنتیجه داریم:

Δ > ۰p > ۰s > ۰

۱) Δ > ۰ ⇒ m −۲ ۴ × ۲ × (m + ۶) = m −۲ ۸m − ۴۸ > ۰

⇒    >
p

m − ۱۲ (m + ۴)( ) ۰

 

⇒ m < −۴ یا m > ۱۲

۲)p > ۰ ⇒ p = − =
a
b

 >
۲

−m
۰ ⇒ m < ۰

۳)s > ۰ ⇒ s =  =
a
c

 >
۲

m + ۶
۰ ⇒ m > −۶

m ∈ (−۶, −۴)
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گزینه 2 9

مثلث را به شکل زیر در نظر میگیریم:

باید فاصلۀ نقطۀ A از نقطۀ M را به دست آوریم:

از تقاطع دو خط  و  مختصات نقطۀ A به دست می آید.

برای به دست آوردن مختصات نقطۀ M، ابتدا مختصات نقاط B و C را محاسبه میکنیم.

سپس مختصات نقطۀ M را حساب میکنیم:

اکنون فاصلۀ دو نقطۀ M و A را محاسبه میکنیم:

y + ۲x = ۱۶۲y − x = ۲

 ⇒
۲×

{
۲y − x = ۲
y + ۲x = ۱۶  ⇒{

۴y − ۲x = ۴
y + ۲x = ۱۶ y = ۴ , x = ۶ ⇒ A(۶, ۴)

۲y − x = ۲  

y=۰
x = −۲ ⇒ B(−۲ , ۰)

y + ۲x = ۱۶  

y=۰
x = ۸ ⇒ C (۸ , ۰)

M (  ,  ) ⇒
۲

 x + x  B C

۲
 y + y  B C M (۳, ۰)

AM =  =(۳ − ۶) + (۰ − ۴)۲ ۲
 =۹ + ۱۶ ۵
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گزینه 4 10

مطابق شکل، باید حجم بین استوانه و مخروط را بیابیم که برابر است با:

V  − V = π(۲ ) (۵) −  π(۲  ) (۵) =  π(۲  ) استوانه(۵) مخروط ۶ ۲
۳
۱

۶ ۲
۳
۲

۶ ۲

=  π(۲۴)(۵) = ۸۰π
۳
۲

گزینه 4 11

 y = =  = ∣x − ۲∣۱ x − ۴x + ۴۲ (x − ۲)۲

 y =  x + ۲۲ ۲
۱

∣x − ۲∣ =   {
x − ۲ ; x ≥ ۲
− x + ۲ ; x < ۲

⎩⎪⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧

 

A = (۲ , ۰)

x − ۲ = x + ۲ ⇒  x = ۴ ⇒ x = ۸ ⇒ C = (۸ , ۶)
۲
۱

۲
۱

۲ − x =  x + ۲ ⇒  x = ۰ ⇒ x = ۰ ⇒ B = (۰ , ۲)
۲
۱

۲
۳

AB =  =  = ۲    (x − x ) + (y   − y )B A
۲

B A
۲ (۰ − ۲) + (۲ − ۰)۲ ۲ ۲

AC =  =  = ۶    (x − x ) + (y   − y )C A
۲

C A
۲ (۸ − ۲) + (۶ − ۰)۲ ۲ ۲

S  =  =  = ۱۲
ABC

Δ ۲
AB × AC

۲
۲  × ۶  ۲ ۲
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گزینه 4 12

، کافی است که فاصلۀ رأس  از خط  را محاسبه کنیم. برای به دست آوردن ارتفاع  در مثلث 

ابتدا معادلۀ خط  را به دست میآوریم:

بنابراین فاصلۀ نقطۀ  از خط  برابر است با:

AHABCABC

BC

B(۷, ۳), C(۲, −۲) ⇒ m =  =  = ۱
۷ − ۲
۳ + ۲

۵
۵

  y − y = m(x − x ) ⇒ y + ۲ = x − ۲ ⇒ x − y − ۴ = ۰۰ ۰

A(۱, ۵)BC

AH =  =
 a + b۲ ۲

  ax + by + c∣ ۰ ۰ ∣
 =

 ۱ + ۱
۱ − ۵ − ۴∣ ∣

 =
 ۲

۸
 ۴ ۲
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گزینه 1 13

می دانیم اگر  و  ریشههای معادلۀ درجۀ دوم  باشد، آنگاه داریم:

مجموع ریشهها با معکوس حاصلضرب ریشهها برابر است، پس داریم:

طبق صورت مسئله، معادلۀ داده شده دارای دو ریشۀ حقیقی است، پس باید  باشد. حال مقدار  را در معادله جایگذاری

میکنیم:

بنابراین  است.

αβax +۲ bx + c = ۰

s = α + β = −  , p =
a
b

αβ =  

a
c

s =  ⇒
p
۱

 α + β =
αβ
۱

⇒ −  =
۳

۲m − ۱
 ⇒

 

۳
۲ − m( )

۱
 =

۳
−۲m + ۱

 

۲ − m
۳

وسطین طرفین
−۴m + ۲m +۲ ۲ − m = ۹ ⇒ ۲m −۲ ۵m − ۷ = ۰

a+c=b
   

⎩
⎨
⎧

  

m = −۱

m = − =
a
c

۲
۷

Δ > ۰m

⎩
⎨
⎧m = −۱ ⇒ ۳x + (−۲ − ۱)x + ۲ + ۱ = ۰ ⇒ ۳x − ۳x + ۳ = ۰ ⇒ Δ < ۰ ق ق ۲غ ۲

m =  ⇒ ۳x + (۲ ×  − ۱)x + ۲ −  = ۰ ⇒ ۳x + ۶x −  = ۰ ⇒ Δ > ۰ ق ق
۲
۷ ۲

۲
۷

۲
۷ ۲

۲
۳

m =  

۲
۷
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گام اول

گام دوم

14

ها مماس شده است، ضریب  مثبت است. الف) چون نمودار از طرف بالا بر محور 

ها مماس است. بنابراین معادلۀ  ریشۀ مضاعف داشته و  است. ب) نمودار منحنی درجه دو بر محور 

xx۲

xf(x) = ۰Δ = ۰

، معادلۀ  را حل کرده و طول نقطۀ تماس یا همان ریشۀ مضاعف تابع را مشخص می کنیم: با مشخص شدن مقدار 

، ضابطۀ  را بازنویسی کرده و معادلۀ  را حل می کنیم: با در نظر  گرفتن 

af(x) = ۰

f(x) = ax +۲ ۴x + a − ۳

۱) a > ۰ (I)

۲) Δ = ۰ ⇒ ۴ − ۴ (a)(a − ۳) = ۰ ⇒ ۱۶ − ۴ (a − ۳a) = ۰۲ ۲

⇒ ۴ (a − ۳a) = ۱۶ ⇒ a − ۳a = ۴۲ ۲

⇒ a − ۳a − ۴ = ۰ ⇒ (a − ۴)(a + ۱) = ۰ ⇒  (II)۲ {
a = ۴
a = −۱

(I) ∩ (II) : a = ۴

a = ۴f(x)f(x) = ۰

f(x) = ax + ۴x + a − ۳  f (x) = ۴x + ۴x + ۱ = ۰۲ a=۴ ۲

⇒ (۲x + ۱) = ۰ ⇒ ۲x + ۱ = ۰ ⇒ ۲x = −۱ ⇒ x = −  

۲

۲
۱

گزینه 4

گام اول

گام دوم

15

 αβریشه های معادلۀ درجه دو را  و  در نظر می گیریم. چون  واسطۀ عددی بین  و  است، داریم:

۸
۱

αβ

 =
۲

α + β
 

۸
۱

در معادلۀ درجۀ دو به فرم  اگر  و  ریشههای معادله باشند، در این صورت  است.

بنابراین می توان نوشت:

به ازای  مقدار  برای معادله منفی شده و درنتیجه معادله فاقد ریشه می شود، پس فقط  قابل قبول است.

ax +۲ bx + c = ۰αβα + β = −  

a
b

(m − ۴)x − ۳x + m = ۰  α + β = −(−  )۲ ۲ ریشه های β و α

معادله m − ۴۲
۳

⇒ α + β = و   =  ⇒ α + β =  

m − ۴۲
۳

۲
α + β

۸
۱

۴
۱

 =
m − ۴۲

۳
 ⇒

۴
۱

m −۲ ۴ = ۱۲ ⇒ m =۲ ۱۶ ⇒ m = ±۴

m = ۴Δm = −۴
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گزینه 3 16

اول عبارت  را ساده میکنیم تا مشخص شود برای حل تست به چه اطلاعاتی نیاز داریم:

حاصلضرب ریشههای معادله است و بهراحتی محاسبه می شود. برای به دست آوردن  به صورت زیر عمل میکنیم:

 

پس حاصل  برابر است با:

 +
 α

۱
 

 β
۱

 +
 α

۱
 =
 β

۱
 

 αβ
 +  β α

αβ +α  β

A =  +α  ⇒β A =۲ α + β + ۲  ⇒αβ A =  α + β + ۲  αβ

۴x −۲ ۱۲x + ۱ = ۰  

های ریشه β و α

معادله
   

⎩⎪
⎨
⎪  

⎧α + β = −(− ) = ۳
۴
۱۲

αβ =  

۴
۱

+α  =β  =α + β + ۲  αβ  =۳ + ۱  =۴ ۲

 +
 α

۱
 

 β
۱

 +
 α

۱
 =
 β

۱
 =

  

۴
۱

۲
 =

 

۲
۱
۲

۴
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گزینه 1 17

برای اینکه نمودار تابع درجه دوم به  فرم  همواره پا�ن محور xها باشد، باید دو شرط زیر برقرار باشد:

مجموعه جواب های این دو نامعادله را به دست آورده و بین آن ها اشتراک می گیریم.

جدول تع�ن علامت عبارت  را تشکیل می دهیم:

پس مجموعه جواب نامعادلۀ دوم به صورت زیر درمی آید:

بنابراین مجموعه جواب قابل قبول برای  برابر است با:

y = ax +۲ bx + c

۱) a < ۰ , ۲) Δ < ۰

y = (m − ۱)x +۲
 x +۳ m

۱) a < ۰ ⇒ m − ۱ < ۰ ⇒ m < ۱ (I)

۲) Δ < ۰ ⇒ (  ) −۳
۲

۴(m − ۱)m < ۰ ⇒ ۳ − ۴m +۲ ۴m < ۰ ⇒ ۴m −۲ ۴m − ۳ > ۰

۴m −۲ ۴m − ۳

۴m −۲ ۴m − ۳ = ۰ ⇒    

⎩⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪  

⎧m =  =  =  ۱ ۸
 ۴ + ۶۴

۸
۱۲

۲
۳

 m =   = − = −  ۲ ۸
 ۴ − ۶۴

۸
۴

۲
۱

 m ∈ (−∞ , − ) ∪
۲
۱

(  , +∞) (II)
۲
۳

m

(I) ∩ (II) : m < −  

۲
۱
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گام اول
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ها را در دو نقطه قطع میکند بنابراین مقدار  بزرگ تر از صفر است. الف) منحنی محور 

) مثبت ) منفی و حاصلضرب ریشهها ( ها را قطع می کند بنابراین حاصل جمع ریشه ها ( ب) منحنی در دو نقطۀ منفی محور 

است.

ج) در هر معادلۀ درجه دو به فرم  داریم:

xΔ

xSP

ax +۲ bx + c = ۰

Δ = b −۲ ۴ac , S = −  , P =
a
b

 

a
c

در معادلۀ درجه دو داده شده داریم:

حال هر سه شرط گفته شده را بررسی میکنیم:

ها را در دو نقطه به ، محور  اشتراک بین دو مجموعۀ جواب  و  برابر تهی است؛ بنابراین منحنی مورد نظر به ازای هیچ مقدار 

طولهای منفی قطع نمیکند.

a = (m − ۲) , b = −۲(m + ۱) , c = ۱۲

I)Δ > ۰ ⇒ ۴ m + ۱ −( )۲ ۴ m − ۲ ۱۲ >( ) ( ) ۰ ⇒ ۴m +۲ ۸m + ۴ − ۴۸m + ۹۶ > ۰

⇒ ۴m −۲ ۴۰m + ۱۰۰ > ۰  

÷۴
m −۲ ۱۰m + ۲۵ > ۰ ⇒ m − ۵ >( )۲ ۰ ⇒ m ۵=

II)S < ۰ ⇒  <
m − ۲

۲ m + ۱( )
۰ ⇒ −۱ < m < ۲

III)P > ۰ ⇒  >
m − ۲

۱۲
۰ ⇒ m − ۲ > ۰ ⇒ m > ۲

IIIIImx
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در آغاز معادلۀ دایره را بهصورت استاندارد می نویسیم، برای این منظور باید بنویسیم:

، پس فاصلۀ ، برابر است با  فاصلۀ هر نقطه مانند  از خط  که 

مرکز دایره  تا خط  برابر است با:

فاصلۀ یک نقطه تا یک خط برابر با اندازۀ عمودی است که از آن نقطه بر آن خط رسم می شود و هر خط گذرنده از مرکز یک دایره،

قطری از آن است، پس فاصلۀ مرکز تا خط موردنظر، برابر با طول پاره خط عمودی از قطر است که بین مرکز و آن خط محصور است.

ازآنجاکه هر قطر دایره، در نقطۀ تماس بر آن عمود است، پس کوتاه ترین فاصلۀ نقاط دایره تا خط موردنظر (شکل زیر) برابر می شود با

.

x + y − ۲x + ۴y = ۴ ⇒ (x − ۲x + ۱ − ۱) + (y + ۴y + ۴ − ۴) = ۴۲ ۲ ۲ ۲

 (x − ۱) + (y + ۲) = ۱ + ۴ + ۴ = جمله ها۹ دسته بندی ۲ ۲

⇒ R  =  = ۳, O  = (۱, شعاع(۲− ۹ مرکز

  (x , y )۰ ۰ax + by + c = ۰a +۲ b  ۰۲=d =  

 a + b۲ ۲

  ∣ax + by + c∣۰ ۰

O = (۱, −۲)۳x + ۴y − ۱۵ = ۰

d =  =
 ۳ + ۴۲ ۲

∣۳(۱) + ۴(−۲) − ۱۵∣
 =

۵
۲۰

۴

d  =min ۴ − ۳ = ۱

گزینه 2 20

مساحت کل منشور حاصل برابر است با:

S = ۲(a × a  +۲ a × a + ۲ ×  ) =
۲
a۲

۲(a  +۲ ۲ ۲a ) =۲ a (۴ +۲ ۲  )۲
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A(x  فاصلۀ نقطۀ  از خطی با معادلۀ استاندارد  برابر است با: , y )۰ ۰ax + by + c = ۰

d =  

 a + b۲ ۲

  ax + by + c∣ ۰ ۰ ∣

مختصات نقطۀ  در ضابطۀ هیچ یک از دو خط صدق نمیکند.

بنابراین نقطۀ  روی دو خط قرار ندارد و نقطۀ برخورد دو خط، رأس روبه رو به رأس  خواهد بود. اکنون با محاسبۀ فاصلۀ نقطۀ 

از هریک از خطوط، می توان طول و عرض مستطیل را به  دست آورد.

بنابراین  طول مستطیل و  عرض مستطیل است و مساحت آن برابر خواهد بود با:

A(۸ , ۵)

 ۲(۵) + ۸ ۶ , ۲(۸) −=  ۵ ۷=

AAA

 

۲y + x = ۶ ⇒ ۲y + x − ۶ = ۰

d = =  ۱
 ۴ + ۱

۲(۵) + ۸ − ۶∣ ∣

 ۵
۱۲

 

۲x − y = ۷ ⇒ ۲x − y − ۷ = ۰

d = =  ۲
 ۴ + ۱

۲(۸) − ۵ − ۷∣ ∣

 ۵
۴

 d =۱  

 ۵
۱۲

d =۲  

 ۵
۴

S مستطیل=   d ×۱  d =۲  

 

×
۵

۱۲
=

۵
۴

 =
۵
۴۸

۹/۶
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باتوجه به آنکه خط به معادلۀ  بر خط مماس بر دایره عمود است، پس این خط قائم بر دایره بوده و درنتیجه از مرکز

دایره عبور میکند.

پس مختصات مرکز دایره در معادلۀ خط صدق میکند:

۳x + ۲y = a

x +۲ y −۲ ۲x + y = ۱  

مرکز
 O(۱, − )

۲
۱

 ۳(۱) + ۲(− ) =
۲
۱

a ⇒ a = ۲

گزینه 1 23

طبق تعریف دایره، فاصلۀ هر نقطه روی دایره از مرکز دایره برابر با شعاع دایره است. شعاع دایره را  مینامیم. با محاسبۀ فاصلۀ

، ابتدا مقدار  و سپس مقدار  را به  دست میآوریم. نقطۀ  از هریک از نقاط  و 

پس دایره ای به مرکز  و شعاع 3 داریم.

R

(a , ۲a)(۲ , ۱)(−۱ , ۴)aR

  ⇒  =  

R =  (a − ۲) + (۲a − ۱)۲ ۲

R =  (a + ۱) + (۲a − ۴)۲ ۲⎭⎪
⎬
⎪⎫

(a − ۲) + (۲a − ۱)۲ ۲ (a + ۱) + (۲a − ۴)۲ ۲

 (a − ۲) + (۲a − ۱) = (a + ۱) + (۲a − ۴)
۲ توان به ۲ ۲ ۲ ۲

⇒ a − ۴a + ۴ + ۴a − ۴a + ۱ = a + ۲a + ۱ + ۴a − ۱۶a + ۱۶۲ ۲ ۲ ۲

⇒ −۸a + ۵ = −۱۴a + ۱۷ ⇒ ۶a = ۱۲ ⇒ a = ۲

⇒ R =  =  = ۳(۲ − ۲) + (۴ − ۱)۲ ۲ ۳۲

(۲ , ۴)

گزینه 2 24

یک ریشه را  و ریشۀ دیگر را  در نظر می گیریم. با استفاده از رابطۀ مجموع ریشهها مقدار  و با استفاده از رابطۀ

حاصلضرب ریشهها  را تع�ن میکنیم.

مقدار  را محاسبه میکنیم:

α +
۲
α

۵α

m

x − ۸x + m = ۰  α +   + ۵ = −(− ) = ۸ ⇒  + ۵ = ۸۲ ریشه های  ( +۵) و α۲
α

معادله ۲
α

۱
۸

۲
۳α

⇒  = ۳ ⇒ α = ۲
۲

۳α

m

 α( +
۲
α

۵) =  =
۱

m
m ⇒ ۲(۱ + ۵) = m ⇒ m = ۲ × ۶ = ۱۲
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الف) معادلۀ استاندارد یک دایره به مرکز  و شعاع  بهصورت  است.

ب) معادلۀ گستردۀ یک دایره بهصورت  است.

(α , β)R(x − α) +۲ (y − β) =۲ R۲

x +۲ y +۲ ax + by + c = ۰

باتوجه به معادلۀ گستردۀ نوشته شده در گام اول، ضریب  و  باید باهم برابر و برابر با یک باشد، بنابراین مقادیر  را بهگونه ای

می یابیم که ضریب  و  باهم برابر شوند؛ درنتیجه:

ازطرفی معادلۀ این دایره را باید بتوان بهصورت استاندارد نوشت، بنابراین دو مقدار  و  را در معادلۀ دایره

جایگذاری میکنیم تا مقدار صحیح را تشخیص دهیم.

رابطۀ بهدست آمده همواره نادرست است؛ زیرا عبارت سمت چپ تساوی همواره نامنفی می باشد ولی مساوی با یک عدد منفی شده

است.

، معادلۀ دایره ای به مرکز  و شعاع  داریم. به ازای 

x۲y۲a

x۲y۲

a −۲ ۷ = ۲ ⇒ a =۲ ۹ ⇒ a = ±۳

a = +۳a = −۳

a = ۳ : ۲x + (۹ − ۷)y + ۴y + ۳ = ۰ ⇒ ۲x + ۲y + ۴y + ۳ = ۰۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ۲(x − ۰) + ۲(y + ۲y + ۱) + ۱ = ۰ ⇒ ۲(x − ۰) + ۲(y + ۱) + ۱ = ۰۲ ۲ ۲ ۲

÷۲
(x − ۰) +۲ (y + ۱) +۲

 =
۲
۱

۰ ⇒ (x − ۰) +۲ (y + ۱) =۲ − ق  ق غ
۲
۱

a = −۳ : ۲x + (۹ − ۷)y + ۴y − ۳ = ۰ ⇒ ۲x + ۲y + ۴y − ۳ = ۰۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ۲(x − ۰) + ۲(y + ۲y + ۱) − ۵ = ۰ ⇒ ۲(x − ۰) + ۲(y + ۱) − ۵ = ۰۲ ۲ ۲ ۲

÷۲
(x − ۰) +۲ (y + ۱) −۲

 =
۲
۵

۰ ⇒ (x − ۰) +۲ (y + ۱) =۲
 

۲
۵

a = −۳(۰ , −۱)R =   

۲
۵
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باتوجهبه معلومات سؤال، داریم:

پس  و چون طول شعاع دایره هم 2 واحد است، نقاط  و  روی دایرهاند. پس  قطر دایره است و چون

زاویۀ  محاطی و روبهرو به قطر می باشد، قائمه است و داریم:

   

بزرگ قطر طول = ۲a = ۲   ⇒ a =۵ ۵
کوچک قطر طول = ۲b = ۲ ⇒ b = ۱

}
a =b +c۲ ۲ ۲

c = ۲

OF = OF =′ ۲FF ′F F ′

F M F ′

:MF F ′
Δ

فیثاغورس ⇒ M F +۲ M F =′۲ F F =′۲ ۴ =۲ ۱۶

گزینه 4 27

اگر زمانی  که بهروز برای تایپ مجله صرف می کند  ساعت فرض شود، آنگاه زمانی  که فرهاد برای تایپ مجله صرف می کند 

ساعت خواهد بود.

بهروز در یک ساعت  کل کار را انجام می دهد و فرهاد در یک ساعت  کل کار و هر دو باهم در یک ساعت  کل کار را

انجام می دهند.

xx + ۹

 

x
۱

 

x + ۹
۱

 

۲۰
۱

 +  =   ۲۰ x + ۹ + ۲۰x = x x + ۹
x
۱

x + ۹
۱

۲۰
۱ ×۲۰x x+۹( )

( ) ( )

⇒ ۲۰x + ۱۸۰ + ۲۰x = x + ۹x ⇒ x − ۳۱x − ۱۸۰ = ۰۲ ۲

⇒ x − ۳۶ x + ۵ = ۰  x = ۳۶( ) ( )
x>۰
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روش اول:

وقتی منحنی یک تابع درجه دو بر یک خط مماس باشد، معادلۀ تلاقی خط و منحنی ریشۀ مضاعف دارد. پس معادلۀ خط و منحنی را

Δتلاقی داده، آن را به یک معادلۀ درجه دو استاندارد تبدیل می کنیم و سپس  را برابر صفر قرار می دهیم.

، نقطۀ تماس خط و منحنی را تع�ن می کنیم: به ازای هر کدام از مقادیر 

بنابراین فاصله دو نقطۀ  و  برابر است با:

روش دوم:

بر اساس صورت مسئله، تابع  در نقطه  یک ماکزیمم دارد و چون بر خط  مماس است

. پس 

فاصلۀ دو نقطۀ تماس همان فاصله بین ماکزیمم توابع به معادله  است (دو مقدار برای  داریم).

، به ترتیب نقاط  و  است که ماکزیمم دو تابع به معادلۀ  و 

فاصله بین آن ها برابر است با:

− x + bx + ۳ = ۷ ⇒ −x + bx − ۴ = ۰ ⇒ x − bx + ۴ = ۰۲ ۲ ۲

 Δ = ۰ ⇒ b − ۱۶ = ۰ ⇒ b = ۱۶ ⇒ b = ±۴
مضاعف ریشۀ ۲ ۲

b

b = ۴ ⇒ x − ۴x + ۴ = ۰ ⇒ (x − ۲) = ۰ ⇒ x = ۲  A(۲ , ۷)۲ ۲ y=۷

b = −۴ ⇒ x + ۴x + ۴ = ۰ ⇒ (x + ۲) = ۰ ⇒ x = −۲  A(−۲ , ۷)۲ ۲ y=۷

AB

AB = ∣۲ − (−۲)∣ = ۴

f(x) = −x +۲ bx + ۳x =  

۲
b

y = ۷

 f ( ) =
۲
b

۷

y = −x +۲ bx + ۳b

 f( ) =
۲
b

۷ ⇒ −  +
۴
b۲

 +
۲
b۲

۳ = ۷ ⇒  =
۴
b۲

۴ ⇒ b =۲ ۱۶ ⇒ b = ±۴

y = −x +۲ ۴x + ۳y = −x −۲ ۴x + ۳(+۲ , ۷)(−۲ , ۷)

∣ + ۲ − (−۲)∣ = +۴
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الف) هرگاه خطی بر یک دایره مماس باشد، فاصلۀ مرکز دایره از این خط برابر با شعاع دایره خواهد بود.

ب) اگر معادلۀ گستردۀ دایره ای را به صورت  در نظر بگیریم آنگاه مختصات مرکز این دایره برابر با

 و شعاع آن برابر با  است.

ج) هرگاه دو منحنی بر هم مماس باشند، معادلۀ تلاقی آنها ریشۀ مضاعف خواهد داشت.

x +۲ y +۲ ax + by + c = ۰

  (− , − )
۲
a

۲
b

R =    ( ) + ( ) − c
۲
a ۲

۲
b ۲

روش اول:

باتوجهبه گام اول، مرکز این دایره نقطۀ  و شعاع آن برابر است با:

ازطرفی فاصلۀ نقطۀ  از خط  برابر است با:

بنابراین داریم:

روش دوم:

باتوجهبه قسمت (ج) از گام اول، باید معادلۀ تلاقی خط و دایره، ریشۀ مضاعف داشته باشد. داریم:

با جایگذاری رابطۀ  در معادلۀ دایره، به یک معادلۀ درجه دو برحسب  میرسیم که ریشۀ مضاعف دارد.

(۱ , −۲)

R =  =(  ) + (  ) − a
۲

−۲ ۲

۲
۴ ۲

=۱ + ۴ − a  ۵ − a

(۱ , −۲)x + ۳y = ۰

R =  =
 ۱ + ۳۲ ۲

۱ + ۳(−۲)∣ ∣
 =

 ۱۰
−۵∣ ∣

 

 ۱۰
۵

=   ۵ − a =  ⇒ ۵۰ − ۱۰a = ۲۵۵ − a
 ۱۰

۵ ۲ توان به

۱۰
۲۵

⇒ ۱۰ a = ۲۵ ⇒ a =  =  

۱۰
۲۵

۲
۵

x + ۳y = ۰ ⇒ x = −۳y (I)

Iy

x + y − ۲x + ۴y + a = ۰  (−۳y) + y − ۲(−۳y) + ۴y + a = ۰۲ ۲ I ۲ ۲

⇒ ۹y + y + ۶y + ۴y + a = ۰ ⇒ ۱۰y + ۱۰y + a = ۰۲ ۲ ۲

Δ = ۰ ⇒ ۱۰۰ − ۴(۱۰)a = ۰ ⇒ ۱۰۰ − ۴۰ a = ۰ ⇒ ۴۰ a = ۱۰۰ ⇒ a =  

۲
۵

www.konkur.in

forum.konkur.in



22لرنیتو 1399 /69

گزینه 4 30

  

 بنابراین  قابلقبول است.

۳a +  =۲a + ۴a۲ ۲ ⇒  =۲a + ۴a۲ ۲ − ۳a

 

⎩
⎨
⎧۲ − ۳a ≥ ۰ ⇒ a ≤  

۳
۲

۲a + ۴a ≥ ۰ ⇒ ۲a(a + ۲) ≥ ۰ ⇒ a ∈ [۰, +∞) ∪ (−∞, −۲]۲

∩
(−∞, −۲] ∪ [۰,  ]

۳
۲

= ۲ − ۳a  ۲a + ۴a = ۴ − ۱۲a + ۹a ⇒ ۷a − ۱۶a + ۴ = ۰۲a + ۴a۲ ۲ توان ۲ ۲ ۲

Δ = ۱۶ − ۴ × ۷ × ۴ = ۱۶(۱۶ − ۷) = ۱۶ × ۹۲

a =  ⇒    

۱۴
۱۶ ± ۱۲

⎩⎪
⎨
⎪  

⎧a =  = ۲۱ ۱۴
۱۶ + ۱۲

 a =  =  ۲ ۱۴
۱۶ − ۱۲

۷
۲

a =  

۷
۲

 =
a

a + ۱
 =

 

۷
۲

 + ۱
۷
۲

 =
۲
۹

۴/۵

گزینه 3 31

در مسیر رفت  و برگشت،  به خاطر حرکت آب رودخانه به  اندازۀ سرعت آب  از سرعت قایق کم و به آن اضافه می شود، پس زمان

رفت  و زمان برگشت  است و اختلاف آنها باید 5 باشد.

(v)

 

۱۰۰ + v
۱۲۰۰

 

۱۰۰ − v
۱۲۰۰

 −
۱۰۰ − v

۱۲۰۰
 =

۱۰۰ + v
۱۲۰۰

۵  

÷۵ ۲۴۰(  −
۱۰۰ − v

۱
 ) =

۱۰۰ + v
۱

۱

⇒  =
(۱۰۰ − v)(۱۰۰ + v)

۲۴۰ × ۲v
۱ ⇒ ۱۰۰ −۲ v =۲ ۴۸۰v

⇒ v +۲ ۴۸۰v − ۱۰۰۰۰ = ۰ ⇒ (v − ۲۰)(v + ۵۰۰) = ۰  

v>۰
v = ۲۰
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فاصلۀ کانونهای  و  برابر  است.

قطر کوچک برابر ۶ است، پس:

در بیضی رابطۀ  برقرار است.

F (۲, −۱)′F (۲, ۷)۲c

۲c = ∣F F ∣ =′ ۷ − (−۱) =∣ ∣ ۸ ⇒ c = ۴

۲b = ۶ ⇒ b = ۳

a =۲ b +۲ c۲

a =۲ ۹ + ۱۶ = ۲۵ ⇒ a = ۵

مرکز از خروج =  =
a
c

 =
۵
۴

۰/۸
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الف) اگر ریشه های معادلۀ  را  و  فرض کنیم، آنگاه ریشه های معادلۀ  ، برابر با  و

 است.

ب)  و  را از معادلۀ  تع�ن کرده و با استفاده از آن مقدار  را در معادلۀ دوم مشخص می کنیم.

۴x −۲ ۷x + ۳ = ۰αβ۳x +۲ ax + b = ۰ 

α
۲

 

β
۲

α + βαβ۴x −۲ ۷x + ۳ = ۰a

فرض کردیم   و   ریشه های معادلۀ  باشند. داریم:

برای تع�ن مقدار  باید حاصلجمع ریشه های معادلۀ دوم را به دست آوریم:

αβ۴x −۲ ۷x + ۳ = ۰

۴x −۲ ۷x + ۳ = ۰ ⇒   (I)
⎩⎪
⎨
⎪⎧α + β =  

۴
۷

αβ =  

۴
۳

a

۳x + ax + b = ۰   +   = − ⇒  = −  

۲
ها ریشه و   β

۲
α
۲

α
۲

β
۲

۳
a

αβ
۲α + ۲β

۳
a

⇒  = −    = −  ⇒  = −  ⇒ a = −۱۴
αβ

۲(α + β)
۳
a (I)

 

۴
۳

۲(  )
۴
۷

۳
a

۳
۱۴

۳
a
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الف) هرگاه خطی بر دایره مماس باشد، فاصلۀ مرکز دایره از این خط برابر با شعاع دایره خواهد بود.

α)ب) معادلۀ دایره ای به مرکز  و شعاع  بهصورت زیر است: , β)R

(x − α) +۲ (y − β) =۲ R۲

، پس داریم: طبق قسمت (الف) از گام اول، شعاع دایره برابر است با فاصلۀ نقطۀ  از خط 

معادلۀ این دایره بهصورت زیر است:

اکنون نقطۀ تلاقی دایره با خط  را به  دست میآوریم:

پس این دایره، خط  را در نقاطی با طولهای 1 و 3 قطع میکند.

(۲ , ۰)y = x

 

y = x ⇒ −x + y = ۰

R = =  =  

 (−۱) + ۱۲ ۲

−۲ + ۰∣ ∣

 ۲
۲

۲

(x − ۲) +۲ (y − ۰) =۲ (  ) ⇒۲
۲

(x − ۲) +۲ y =۲ ۲

y = ۱

(x − ۲) + y = ۲  (x − ۲) + ۱ = ۲ ⇒ (x − ۲) = ۱۲ ۲ y=۱ ۲ ۲

⇒   {
x − ۲ = ۱ ⇒ x = ۳
x − ۲ = −۱ ⇒ x = ۱

y = ۱

گزینه 2 35

مرکز دایره روی خطی به معادلۀ  قرار دارد. فرض میکنیم مختصات مرکز دایره  باشد. طبق تعریف دایره، می دانیم

فاصلۀ هر نقطه روی دایره از مرکز دایره برابر با شعاع است. شعاع دایره را  می نامیم. با محاسبۀ فاصلۀ مرکز دایره از هریک از نقاط

 و  ابتدا مقدار  و سپس مقدار  را به  دست میآوریم.

بنابراین دایره ای به مرکز  و شعاع  داریم.

y = ۲x(α , ۲α)

R

(۰ , ۰)(۳ , ۱)αR

  ⇒  =  

R =  (α − ۰) + (۲α − ۰)۲ ۲

R =  (α − ۳) + (۲α − ۱)۲ ۲⎭⎪
⎬
⎪⎫

α + ۴α۲ ۲ (α − ۳) + (۲α − ۱)۲ ۲

 ۵α = (α − ۳) + (۲α − ۱) ⇒ ۵α = α − ۶α + ۹ + ۴α − ۴α + ۱۲ توان به ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ۵α = ۵α − ۱۰α + ۱۰ ⇒ ۱۰α = ۱۰ ⇒ α = ۱۲ ۲

⇒ R =  =  =  (۱ − ۰) + (۲ − ۰)۲ ۲ ۱ + ۴ ۵

(۱ , ۲) ۵
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، نقطۀ  مرکز دایره می باشد و شعاع این دایره برابر است با: xدر یک دایره به معادلۀ  +۲ y +۲ ax + by + c = ۰  (− , − )
۲
a

۲
b

R =    ( ) + ( ) − c
۲
a ۲

۲
b ۲

برای مشخص کردن وضعیت دو دایره نسبت به  هم، مختصات مرکز دو دایره و شعاع آن ها را به  دست می آوریم، سپس فاصلۀ میان

مرکز دو دایره (طول خطالمرکزین) را با دو مقدار  و  مقایسه میکنیم.

بنابراین داریم:

چون  است پس دو دایره مماس خارج هستند.

 R +۱ R۲  R − R∣ ۱ ۲∣

x +۲ y −۲ ۲x + ۶y = ۸ ⇒ x +۲ y −۲ ۲x + ۶y − ۸ = ۰

دایره  مرکز : O (−   , − ) ⇒۱ ۲
−۲

۲
۶

 O (۱ , −۳)۱

دایره  شعاع : R =۱ =  (− ) + ( ) + ۸
۲
۲ ۲

۲
۶ ۲

 =۱ + ۹ + ۸  =۱۸  ۳ ۲

x +۲ y +۲ ۸x − ۴y + ۱۲ = ۰

دایره  مرکز : O (−  , −  ) ⇒۲ ۲
۸

۲
−۴

 O (−۴ , ۲)۲

دایره  شعاع : R =۲ =(  ) + (  ) − ۱۲
۲
۸ ۲

۲
−۴ ۲

 =۱۶ + ۴ − ۱۲  =۸ ۲  ۲

  O O =  =  = ۵  ۱ ۲ (−۴ − ۱) + (۲ + ۳)۲ ۲ ۲۵ + ۲۵ ۲

  R + R = ۳  + ۲  = ۵  ۱ ۲ ۲ ۲ ۲

  O O =۱ ۲  R +۱ R۲
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ها را در دو نقطه قطع میکند. معادلۀ  دارای دو ریشه بوده و  است. الف) نمودار تابع محور 

ب) هر دو ریشۀ معادله منفی است، بنابراین حاصلجمع ریشهها منفی و حاصلضرب ریشهها مثبت در نظر گرفته می شود.

، اشتراک بین سه مجموعه جواب به دست آمده است. ج) مجموعه مقادیر قابل قبول برای 

xf(x) = ۰Δ > ۰

a

 

مجموعه مقادیر قابل قبول برای  عبارت است از:

 

f(x) = ax +۲ (a + ۳)x − ۱

۱) Δ > ۰ ⇒ (a + ۳) −۲ ۴(a)(−۱) > ۰ ⇒ (a + ۳) +۲ ۴a > ۰

⇒ a +۲ ۶a + ۹ + ۴a > ۰ ⇒ a +۲ ۱۰a + ۹ > ۰

⇒ (a + ۹)(a + ۱) > ۰ ⇒ a < −۹ یا a > −۱ (I)

 ۲) S = x +۱  x =۲ −  <
a

a + ۳
۰

⇒  >
a

a + ۳
۰ ⇒ a < −۳ یا a > ۰ (II)

  ۳) P = x .x =۱ ۲  − >
a
۱

۰ ⇒  <
a
۱

۰ ⇒ a < ۰ (III)

a

(I) ∩ (II) ∩ (III) : a < −۹
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الف) هرگاه خطی بر دایره مماس باشد، فاصلۀ مرکز دایره از این خط برابر با شعاع دایره خواهد بود.

ب) عمودمنصف هر وتر از دایره، از مرکز دایره عبور میکند.

دو نقطۀ  و  روی دایره قرار دارد بنابراین پاره خط  وتری از دایره است که طبق گام اول، عمودمنصف آن از

، مرکز دایره است. فاصلۀ مرکز دایره عبور میکند. خط  عمودمنصف پاره خط  است؛ پس فرض میکنیم نقطۀ 

مرکز دایره از نقاط  و  و خط  برابر با شعاع دایره است، پس داریم:

بنابراین شعاع دایره برابر است با:

A(۲ , ۰)B(−۲ , ۰)AB

x = ۰ABO(۰ , α)

ABy = ۱

R = OA =  =  (۲ − ۰) + (۰ − α)۲ ۲ ۴ + α۲

y = ۱ ⇒ y − ۱ = ۰ ⇒ R =  

 

= α − ۱
۱۲

α − ۱∣ ∣
∣ ∣

⇒  = α − ۱  ۴ + α = (α − ۱)۴ + α۲ ∣ ∣
۲ توان به ۲ ۲

⇒ ۴ + α = α − ۲α + ۱ ⇒ −۲α = ۳ ⇒ α = −  

۲ ۲

۲
۳

R = α − ۱ =∣ ∣  −   − ۱ =
∣
∣
∣
∣

۲
۳

∣
∣
∣
∣

 −   =
∣
∣
∣
∣

۲
۵

∣
∣
∣
∣

 

۲
۵
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الف) هر خط قائم بر دایره، از مرکز دایره عبور میکند.

ب) هرگاه خطی بر دایره مماس باشد، فاصلۀ مرکز دایره از این خط برابر با شعاع دایره است.

باتوجه به اینکه هر خط قائم بر دایره از نقطۀ  عبور میکند و باتوجه به قسمت (الف) از گام اول، نقطۀ  همان مرکز

دایره است. طبق قسمت (ب) از گام اول، فاصلۀ نقطۀ  از خط  برابر با شعاع دایره است؛ پس داریم:

(−۲ , ۱)(−۲ , ۱)
(−۲ , ۱)y = x − ۱

 

y = x − ۱ ⇒ x − y − ۱ = ۰

R = =  =  = ۲  

 ۱ + (−۱)۲ ۲

−۲ − ۱ − ۱∣ ∣

 ۲
−۴∣ ∣

 ۲
۴

۲
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، قرار دارد، بنابراین میتوانیم توجه کنید که قطر هر دایره از مرکز آن می گذرد، پس مرکز این دایره روی خط به معادلۀ 

مختصات مرکز آن را به صورت  در نظر بگیریم. فاصلۀ مرکز دایره از هر نقطۀ دلخواه واقع بر آن، برابر با شعاع دایره

است، چون دو نقطۀ  و  بر این دایره واقعاند، پس:

x − y = ۲
ω(β + ۲, β)

A(۰, ۱)B(۳, ۰)

R = ωA = ωB

⇒ R =  =  (β + ۲ − ۰) + (β − ۱)۲ ۲ (β + ۲ − ۳) + (β − ۰)۲ ۲

⇒ (β + ۲) +۲ (β − ۱) =۲ (β − ۱) +۲ β ⇒۲ (β + ۲) =۲ β۲

⇒ β +۲ ۴β + ۴ = β ⇒۲ ۴β + ۴ = ۰ ⇒ β = −۱

⇒ R =  =(−۱ + ۲) + (−۱ − ۱)۲ ۲
 ۵
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، نقطۀ وسط دو نقطۀ  و  باشد آنگاه داریم: M  A(xاگر  , y )۱ ۱ B(x , y )۲ ۲

⎩
⎨

 

⎧x =  M ۲
 x + x  ۱ ۲

 y =  M ۲
 y + y  ۱ ۲

مختصات نقطۀ  در ضابطۀ هیچ یک از دو خط صدق نمیکند:

بنابراین نقطۀ برخورد دو خط قطعاً رأس روبهرو به رأس  در متوازیالاضلاع است.

مختصات نقطۀ برخورد دو خط را به  دست میآوریم:

اکنون باتوجهبه گام اول، مختصات وسط قطر  برابر است با:

A(۷ , ۶)

 ۲(۶) − ۳(۷) =� ۱۱ ,  ۳(۶) + ۴(۷) =� ۸

A

 ⇒   ۱۷y = ۶۸ ⇒ y = ۴{
۲y − ۳x = ۱۱
۳y + ۴x = ۸ {

۸y − ۱۲x = ۴۴
۹y + ۱۲x = ۲۴

+

۲y − ۳x = ۱۱  ۸ − ۳x = ۱۱ ⇒ −۳x = ۳ ⇒ x = −۱ ⇒ B(−۱ , ۴)
y=۴

AB

⇒
x  =  =  = ۳M ۲

۷ + (−۱)
۲
۶

y  =  =  = ۵M ۲
۶ + ۴

۲
۱۰ M (۳ , ۵)
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باتوجه به اینکه دایره بر هر دو محور مختصات مماس است پس باید به طور کامل در یکی از چهار ناحیۀ مختصاتی قرار بگیرد. چون

دایره از نقطۀ  نیز عبور میکند و این نقطه در ناحیۀ دوم قرار دارد، پس دایرۀ موردنظر بهصورت زیر خواهد بود:

بنابراین دایره ای به شعاع  و به مرکز  داریم. معادلۀ این دایره برابر است با:

چون دایره از نقطۀ  عبور میکند پس مختصات این نقطه در معادلۀ دایره صدق میکند:

قطر بزرگ تر به ازای شعاع بزرگ تر به  دست می آید که برابر است با:

(−۱ , ۲)

R(−R , R)

(x + R) +۲ (y − R) =۲ R۲

(−۱ , ۲)

 (−۱ + R) + (۲ − R) = R ⇒ ۱ − ۲R + R + ۴ − ۴R + R = R
x=−۱ , y=۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

⇒ R − ۶R + ۵ = ۰ ⇒ (R − ۵)(R − ۱) = ۰ ⇒   

۲ {
R − ۵ = ۰ ⇒ R = ۵
R − ۱ = ۰ ⇒ R = ۱

۲R = ۲(۵) = ۱۰

گزینه 4 43

طبق توضیحات صورت سؤال، شکل زیر را رسم میکنیم:

برای محاسبۀ سطح کل این ظرف کافی است مساحت نیمکرۀ درونی، نیمکرۀ بیرونی و مساحت سطح مقطع ظرف را به دست آوریم؛

دقت کنید که سطح مقطع ظرف بهصورت دایره ای به شعاع 8 است که دایرۀ دیگری به شعاع 5 از آن کسر شده است.

S بیرونی=  نیمکرۀ  (۴π ×
۲
۱

۶۴) = ۲π × ۶۴ = ۱۲۸π

S درونی=  نیمکرۀ  (۴π ×
۲
۱

۲۵) = ۲π × ۲۵ = ۵۰π

S مقطع=  سطح π(۶۴ − ۲۵) = ۳۹π

 S کل= S بیرونی+  نیمکرۀ S درونی+  نیمکرۀ S مقطع=  سطح ۱۲۸π + ۵۰π + ۳۹π = ۲۱۷π
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دو منحنی در یک نقطه بر هم مماس هستند، هرگاه معادلۀ تلاقی آنها در آن نقطه ریشۀ مضاعف داشته باشد.

داریم:

این معادله باید ریشۀ مضاعف داشته باشد پس:

x + y − ۲x = ۳  x + (mx + ۲) − ۲x = ۳ ⇒ x + m x + ۴mx + ۴ − ۲x = ۳۲ ۲ y=mx+۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

⇒ (m + ۱)x + (۴m − ۲)x + ۱ = ۰۲ ۲

Δ = ۰ ⇒ (۴m − ۲) − ۴(m + ۱)(۱) = ۰ ⇒ ۱۶m − ۱۶m + ۴ − ۴m − ۴ = ۰۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ۱۲m − ۱۶m = ۰ ⇒ m(۱۲m − ۱۶) = ۰ ⇒    

۲
⎩
⎨
⎧m = ۰

۱۲m − ۱۶ = ۰ ⇒ m =  =  

۱۲
۱۶

۳
۴
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اولین شرط برای اینکه نمودار تابع  از ناحیۀ اول عبور نکند این است که ضریب  یا همان  منفی باشد.

که در اینجا باید داشته باشیم:

روش اول:

تابع صورت سؤال را می توان در دو حالت زیر فرض کرد:

در حالت (الف) باید شرایط زیر برقرار باشد:

و در حالت (ب) تنها کافی است که باشد.

برای حالت (الف) داریم:

y = ax +۲ bx + cx۲a

a − ۳ < ۰ ⇒ a < ۳

f(x) = (a − ۳)x +۲ ax − ۱ ⇒ مبدأ از عرض = −۱

P > ۰ , S < ۰ , Δ > ۰

Δ ≤ ۰

Δ > ۰ ⇒ a +۲ ۴(a − ۳) > ۰ ⇒ a +۲ ۴a − ۱۲ > ۰ ⇒ a > ۲ یا a < −۶ (I)

S < ۰ ⇒ −  <
a − ۳

a
۰  

a−۳ < ۰
−a > ۰ ⇒ a < ۰ (II)
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، همواره برقرار است.) (با توجه به اینکه 

برای حالت (ب):

چون به ازای هر دو حالت (الف) و (ب) سهمی از ناحیه اول نمی گذرد داریم:

روش دوم:

با توجه به اینکه  است حالتی را در نظر می گیریم که نمودار حتماً از ناحیه اول بگذرد سپس مجموعه جواب به دست آمده را از

 کم می کنیم.

؛ پس تابع ماکزیمم دارد. چون عرض از مبدأ  است و 

و باتوجه به نمودار شروط زیر باید برقرار باشد:

 

به ازای بازۀ به دست آمده برای  تابع حتماً از ناحیه اول عبور می کند. پس با کم کردن این بازه از  خواسته سؤال محقق می

شود.

P > ۰ ⇒  >
a − ۳

−۱
۰ (III)

a − ۳ < ۰

(I) ∩ (II) ∩ (III) ⇒ a < −۶

Δ ≤ ۰ ⇒ a +۲ ۴(a − ۳) ≤ ۰ ⇒ a +۲ ۴a − ۱۲ ≤ ۰ ⇒ −۶ ≤ a ≤ ۲

(−∞ , −۶) ∪ [−۶ , ۲] = (−∞ , ۲] ⇒ a ≤ ۲

a < ۳
a < ۳

−۱a < ۳

۱) باشد داشته ریشه دو باید ⇒ Δ > ۰

۲) ها ریشه جمع > ۰

۳) ها ریشه ضرب > ۰

Δ > ۰ ⇒ a −۲ ۴(a − ۳)(−۱) > ۰ ⇒ a −۲ ۴a − ۱۲ > ۰ ⇒ (a − ۲)(a + ۶) > ۰ ⇒ a > ۲ یا a < −۶ (I)

ها ریشه جمع > ۰ ⇒  >
a − ۳

−a
۰ ⇒ ۰ < a < ۳ (II)

ها ریشه ضرب > ۰ ⇒  >
a − ۳

−۱
۰ ⇒ a < ۳ (III)

(I) ∩ (II) ∩ (III) ⇒ ۲ < a < ۳

aa < ۳

(−∞ , −۳) − (۲ , ۳) = (−∞ , ۲] ⇒ a ≤ ۲
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aدرنتیجه به ازای بازۀ فوق برای  نمودار تابع از ناحیۀ اول محورهای مختصات نمی گذرد.

گزینه 2
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xمعادلۀ گستردۀ یک دایره بهصورت  است. در این   صورت شعاع دایره برابر است با: +۲ y +۲ ax + by + c = ۰

R =    ( ) + ( ) − c
۲
a ۲

۲
b ۲

،  و  روی دایره قرار دارد، پس مختصات این نقطه در معادلۀ دایره صدق میکند. سه نقطۀ 

، به یک دستگاه دومعادله و دومجهول میرسیم و آن را حل میکنیم. با جایگذاری  در دو معادلۀ  و 

اکنون باتوجهبه گام اول، شعاع دایره را به  دست میآوریم.

(۲ , ۱)(−۲ , ۴)(۰ , ۰)

x + y + ax + by + c = ۰۲ ۲

 ۲ + ۱ + a(۲) + b(۱) + c = ۰ ⇒ ۴ + ۱ + ۲a + b + c = ۰ ⇒ ۲a + b + c = −۵ (I)
(۲ , ۱) ۲ ۲

 (−۲) + ۴ + a(−۲) + b(۴) + c = ۰ ⇒ ۴ + ۱۶ − ۲a + ۴b + c = ۰ ⇒ −۲a + ۴b + c = −۲۰ (II)
(−۲ , ۴) ۲ ۲

 ۰ + ۰ + a(۰) + b(۰) + c = ۰ ⇒ c = ۰ (III)
(۰ , ۰) ۲ ۲

c = ۰III

   ۵b = −۲۵ ⇒ b = −۵{
۲a + b = −۵
− ۲a + ۴b = −۲۰

+

۲a + b = −۵  ۲a − ۵ = −۵ ⇒ ۲a = ۰ ⇒ a = ۰b=−۵

R =  =(  ) + (  ) − ۰
۲
۰ ۲

۲
−۵ ۲

= 

۴
۲۵

 =
۲
۵

۲/۵

www.konkur.in

forum.konkur.in



35/69لرنیتو 1399
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 سه جملۀ متوالی از یک دنبالۀ حسابیاند، پس:

، پس: با فرض افزایشی بودن دنباله، جملۀ هشتم بزرگ ترین جمله است و درنتیجه 

  a , ۲a , a  ۲ ۵ ۸

۲a =  ۵ ۲
 a + a  ۲ ۸

 ⇒ ۲a q =  ⇒ ۴q = ۱ + q۱
۴

۲
  a q + a q۱ ۱

۷
۳ ۶

⇒ q − ۴q + ۱ = ۰  t − ۴t + ۱ = ۰۶ ۳ q =t۳
۲

⇒ t =  = ۲ ±  ⇒ q = ۲ ±  

۲
 ۴ ± ۲ ۳

۳ ۳ ۳

⇒ q =  , q =  

۳
 ۲ + ۳

۳
 ۲ − ۳

q = ۳
 ۲ + ۳

 =
 a۲

 a۸
 =

 a q۱

 a q۱ ۷
q =۶ ۲ +  =( ۳)

۲
 ۷ + ۴ ۳

گزینه 2
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الف) معادلۀ درجه چهار را با تغ�ر متغیر  به معادلۀ درجۀ  دو تبدیل میکنیم.

ب) اگر قرار باشد معادلۀ درجۀ چهار داده شده دارای چهار ریشۀ حقیقی متمایز باشد، باید برای معادلۀ درجۀ  دو تشکیل شده داشته

. باشیم 

ج) نکتۀ دیگر این است که هر دو ریشه باید مثبت باشند. در این صورت هم حاصلضرب و هم حاصلجمع ریشهها مثبت است.

x =۲ y

Δ > ۰

 حاصلجمع ریشهها مثبت است، پس:

حاصلضرب ریشهها نیز مثبت است، پس: 

برای اینکه هر سه شرط فوق برقرار باشد، بین مجموعۀ جوابهای به دست آمده اشتراک میگیریم: 

x − (m + ۲)x + m + ۵ = ۰  y − (m + ۲)y + m + ۵ = ۰۴ ۲ x =y۲
۲

Δ > ۰ ⇒ (m + ۲) − ۴(m + ۵) > ۰ ⇒ m + ۴m + ۴ − ۴m − ۲۰ > ۰۲ ۲

⇒ m −۲ ۱۶ > ۰ ⇒ m >۲ ۱۶ ⇒ m >∣ ∣ ۴ ⇒ m < −۴ یا m > ۴ (I)

−(−  ) >
۱

(m + ۲)
۰ ⇒ m + ۲ > ۰ ⇒ m > −۲ (II)

 >
۱

m + ۵
۰ ⇒ m + ۵ > ۰ ⇒ m > −۵ (III)

(I) ∩ (II) ∩ (III) : m > ۴
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axفاصلۀ دو خط موازی با معادلات  و  برابر است با: + by + c = ۰ax + by + c =′′ ۰

d =  

 a + b۲ ۲

c − c∣ ′′∣

ابتدا شیب دو خط را به  دست میآوریم:

دو خط داده شده باهم موازیاند؛ بنابراین فاصلۀ این دو خط از هم برابر با طول ضلع مربع خواهد بود.

برای محاسبۀ فاصلۀ میان دو خط موازی، لازم است معادلات دو خط را به فرم استاندارد بنویسیم. دقت کنید که ضریب  و  در دو

خط موازی باهم برابر باشند.

بنابراین مساحت مربع برابر است با:

 ۲x − ۲y = ۳ ⇒ m = −  = +۱۱ −۲
۲

 y = x + ۱ ⇒ m = +۱۲

xy

۲x − ۲y = ۳ ⇒ ۲x − ۲y − ۳ = ۰  −x + y +  = ۰
÷ (−۲)

۲
۳

y = x + ۱ ⇒ y − x − ۱ = ۰

d =  =
 (−۱) + ۱۲ ۲

   − (−۱)
∣
∣
∣
∣

۲
۳

∣
∣
∣
∣

 =
 ۲

  + ۱  

∣
∣
∣
∣

۲
۳

∣
∣
∣
∣

 =
 ۲

 

۲
۵

 

 ۲ ۲
۵

S مربع=   ×
 ۲ ۲

۵
 =
 ۲ ۲

۵
 =

۴ × ۲
۲۵

 

۸
۲۵
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ها را در نقطۀ ها را در نقاط  و  قطع می کند. همچنین محور  باتوجه به صفرهای تابع، نمودار تابع محور 

 قطع میکند.

، دهانۀ این سهمی روبهبالا باز می شود؛ بنابراین نمودار آن به شکل زیر است: همچنین به علت مثبت بودن ضریب 

ها نامنفی باشند، باید نمودار را حداقل دو واحد همان طور که ملاحظه می شود برای آنکه طول نقطههای تلاقی نمودار سهمی با محور 

های مثبت انتقال دهیم. به سمت 

y = x − ۳x − ۱۰ ⇒ y = (x − ۵)(x + ۲)۲

 x = −۲ , x = ۵
y=۰

xA(−۲, ۰)B(۵, ۰)y

C(۰, −۱۰)

x۲

x

x

گزینه 1 51

این منحنی باید دو ریشۀ مختلفالعلامت داشته باشد؛ درنتیجه کافی است حاصلضرب دو ریشه منفی باشد.

دقت کنید که اگر  باشد،  می شود.

P =  =
a
c

 <
m + ۲
۱ − m

۰

⇒ m > ۱ یا m < −۲

 <
a
c

۰Δ > ۰

گزینه 2 52

ابتدا معادلۀ دایره را بهصورت استاندارد می نویسیم.

چون دو دایره مماس خارج هستند، بنابراین فاصلۀ مراکز آنها از یکدیگر برابر مجموع اندازههای شعاعهای آنها است.

x − ۲x + ۱ + y + ۴y + ۴ − ۱ − ۴ + ۱ = ۰۲ ۲

  ⇒ (x − ۱) + (y + ۲) = ۴ ⇒ O : (۱, −۲), R = ۲۲ ۲
۱ ۱

  O O =۱ ۲  R +۱  R ⇒۲  =(۱ − (−۲)) + (−۲ − ۲)۲ ۲
 ۲ + R ⇒۲  ۵ = ۲ + R ⇒۲  R =۲ ۳
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تشابه نسبت :  =  ⇒ x =  

۴
x

۵
۲

۵
۸

 S = π(۴) − π( ) = ۱۶π −  π =  π = ۱۳/۴۴π۲

۵
۸ ۲

۲۵
۶۴

۲۵
۳۳۶

گزینه 1 54

،  و  شعاع دایره برابر است با: اکنون با معلوم بودن مقادیر 

x +۲ y +۲

 

ax + by + c = ۰

c = ۰
می دهیم صدق را (۰,۰)

 ۴ + ۱ + ۲a + b = ۰
می دهیم صدق را (۲,۱)

 ۱ + ۴ + a − ۲b = می دهیم۰ صدق را (۱,−۲)

abc

⇒ 

×
۴a + ۲b = −۱۰

۲

a − ۲b = −۵
۵a = −۱۵ ⇒ a = −۳, b = ۱

R =   =
۲
۱

a + b − ۴c۲ ۲
  =

۲
۱

(−۳) + (۱) − ۴(۰)۲ ۲
  

۲
۱

۱۰
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با رسم خطوط در یک دستگاه،  مطابق شکل کوچک ترین ارتفاع مثلث  پارهخط  است.

مختصات نقطۀ  را به دست میآوریم:

بنابراین کوچک ترین ارتفاع مثلث یعنی  روی خط  قرار دارد.

ABCAH

A

 {
y = ۲x

x + y = ۱
دستگاه حل از

  

⎩⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧x =  

۳
۱

y =  

۳
۲

AHy =  

۳
۲

گزینه 4 56

فاصلۀ نقطۀ A را از خط راست به دست میآوریم. فاصلۀ به دست آمده نصف اندازۀ ضلع مربع است.

d =  ⇒ d =  =  

 a + b۲ ۲

  ∣ax + by + c∣۰ ۰

 ۵
۲ + ۳ + ۵

 ۵
۱۰

d =  ⇒ a = ۲d =  ⇒ s = a = ( ) = ۸۰
۲
a

 ۵
۲۰ ۲

۵
۲۰ ۲

گزینه 2 57

سه رأس داده شده مربوط به مثلث قائمالزاویه است، زیرا:

⎩⎪
⎨
⎪⎧m =  AC ۲

۳

m = −  BC ۳
۲

S =   

۲
(AC) × (BC) AC=

 =  ,BC=  =  ۴+۹ ۱۳ ۴+۹ ۱۳
S =  =

۲
  ×۱۳ ۱۳

۶/۵
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الف) دو خط با شیبهای  و  بر هم عمودند، هرگاه داشته باشیم:

ب) شیب خط گذرنده از دو نقطۀ  و  برابر است با:

ج) شیب خطی با معادلۀ استاندارد  برابر است با:

m۱m۲

m ⋅  ۱ m =۲ −۱

  A(x , y )۱ ۱  B(x , y )۲ ۲

m =AB  

 x − x  ۲ ۱

 y − y  ۲ ۱

ax + by + c = ۰

m = −  

b
a

شیب خط گذرنده از دو نقطۀ  و  برابر است با:

شیب خط انتخاب شده از میان دسته خطوط با معادلۀ  برابر است با:

این دو خط بر هم عمود هستند، بنابراین طبق قسمت (الف) از گام اول، باید داشته باشیم:

، معادلۀ خط انتخاب شده به  دست می آید. به ازای 

A(۲ , −۱)B(۸ , ۳)

m =AB  =
۸ − ۲

۳ − (−۱)
 =

۶
۳ + ۱

 

۳
۲

(k + ۱)y + ۲kx − k + ۱ = ۰

m =′ −  

k + ۱
۲k

m ⋅ m = −۱ ⇒  × (−  ) = −۱ ⇒  = −۱ ⇒ −۴k = −۳k − ۳AB
′

۳
۲

k + ۱
۲k

۳k + ۳
−۴k

⇒ k = ۳

k = ۳

(k + ۱)y + ۲kx − k + ۱ = ۰  ۴y + ۶x − ۳ + ۱ = ۰ ⇒ ۴y + ۶x − ۲ = ۰
k=۳

⇒ ۲(۲y + ۳x − ۱) = ۰ ⇒ ۲y + ۳x − ۱ = ۰ ⇒ ۲y + ۳x = ۱
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، شعاع قاعدۀ این ،  دو مخروط پدید می آید که ارتفاع وارد بر وتر  مطابق شکل از دوران مثلث قائم الزاویۀ  حول وتر 

دو مخروط است.

طول ضلع روبهرو به زاویۀ  در مثلث قائمالزاویه،  نصف طول وتر است. پس طبق روابط طولی در مثلث قائمالزاویه داریم:

مجموع حجم دو مخروط برابر است با:

ABCAC(BH)

۳۰∘

AC = ۸ ⇒ BC =  × ۸ = ۴
۲
۱

BC = AC.CH ⇒ ۱۶ = ۸ × CH۲

⇒ CH = ۲ ⇒ AH = ۸ − ۲ = ۶
BH = AH.CH = ۲ × ۶ = ۱۲۲

  V = π(BH) × AH + π(BH) × CH
۳
۱ ۲

۳
۱ ۲

=  × ۱۲ × ۶ + × ۱۲ × ۲
۳
π

۳
π

= ۲۴π + ۸π = ۳۲π
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الف) در یک ذوزنقۀ قائمالزاویه با امتداد دادن اضلاع غیرقاعده ای، یک مثلث قائمالزاویه به وجود می آید.

ب) از دوران مثلث قائمالزاویه حول یکی از اضلاع قائمهاش، یک مخروط ایجاد می شود.

Vج) حجم مخروط از رابطۀ  به دست می آید که  شعاع قاعده و  ارتفاع آن است. =  πr h
۳
۱ ۲rh

ذوزنقۀ  را رسم می کنیم. نقطۀ تقاطع امتداد دو ضلع  و  را  مینامیم. دو مثلث  و  قائمالزاویه

هستند. برای محاسبۀ حجم حاصل از دوران ذوزنقه حول ضلع قائم آن، کافی است حجم مخروط حاصل از دوران مثلث  حول

ضلع  را از حجم مخروط حاصل از دوران مثلث  حول ضلع  کم کنیم.

باتوجهبه اینکه  است، طبق قضیۀ تالس داریم:

بنابراین:

ABCDABCDNNBC
Δ

N AD
Δ

NBC
Δ

N BN AD
Δ

N A

BC∣∣AD

 =
AN
BN

 ⇒
AD
BC

 =
BN + ۳

BN
 ⇒

۵
۲

۵BN = ۲BN + ۶ ⇒ ۳BN = ۶ ⇒ BN = ۲

V ذوزنقه=  دوران V  −
مثلث NADدوران

△ V  

مثلث NBCدوران
△

V ذوزنقه=  دوران  π ۵ ×
۳
۱

( )۲ ۵ −  π ۲ ×
۳
۱

( )۲ ۲ =  π ۱۲۵ − ۸ =
۳
۱

( )  π =
۳
۱۱۷

۳۹π

گزینه 2 61

باتوجهبه شکل، قطر نیم دایره بر طول مستطیل منطبق شده است. حال داریم:

نکتۀ 1: از دوران یک مستطیل حول طول خود یک استوانه به ارتفاعی برابر با طول مستطیل و شعاع قاعده ای برابر با عرض آن پدید

می آید.

نکتۀ 2: از دوران یک نیم دایره حول قطر آن، یک کره با همان شعاع پدید می آید.

بنابراین باتوجه به این دو نکته، شکل ما یک استوانه می شود که از درون آن یک کره به شعاع  خالی شده است، حجم جسم حاصل

به صورت زیر محاسبه می شود:

 

۲
۳

V رنگی=  V استوانه−  V کره=  π(۲) ×۲ ۵ −  π( ) =
۳
۴

۲
۳ ۳

 ۲۰π − π =
۲
۹

۱۵/۵π
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برای حل معادلۀ داده شده از تغ�ر متغیر بهصورت زیر استفاده میکنیم:

 حالا معادلۀ جدید برحسب  به صورت زیر درمی آید:

با حل معادلۀ به دست آمده، مقدار  و در ادامه حاصلضرب ریشههای معادلۀ اصلی را محاسبه میکنیم.

اکنون معادلۀ اصلی را حل میکنیم:

  غیرقابل قبول است. چون حاصل رادیکال با فرجۀ زوج نباید منفی باشد. 

x +۲ ۴x + ۳ = t

t

x +۲ ۴x + ۳ =  ⇒x + ۴x + ۳ + ۲۲ t =  t + ۲

t

t =   t + ۲
۲ توان به

t =۲ t + ۲ ⇒ t −۲ t − ۲ = ۰

 ⇒ (t − ۲)(t + ۱) = ۰ ⇒ {
t − ۲ = ۰ ⇒ t = ۲
t + ۱ = ۰ ⇒ t = −۱

t = ۲ ⇒ x +۲ ۴x + ۳ = ۲ ⇒ x +۲
  ۴x + ۱ = ۰ ⇒ x x =۱ ۲ ۱

t = −۱

گزینه 2
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، معادلۀ داده شده را به یک معادلۀ درجه دو تبدیل می کنیم. xبرای حل ساده تر معادله، با تغ�ر متغیر  +۲ x = t

حال مقادیر  را محاسبه می کنیم:

مجموع ریشه های حقیقی معادلۀ اولیه برابر است با:

(x + x) − ۱۸(x + x) + ۷۲ = ۰  t − ۱۸t + ۷۲ = ۰۲ ۲ ۲ x +x=t۲
۲

 ⇒ (t − ۱۲)(t − ۶) = ۰ ⇒ {
t − ۱۲ = ۰ ⇒ t = ۱۲
t − ۶ = ۰ ⇒ t = ۶

x

t = ۱۲ ⇒ x + x = ۱۲ ⇒ x + x − ۱۲ = ۰ ⇒ (x + ۴)(x − ۳) = ۰ ⇒  

۲ ۲ {
 x = −۴۱

 x = ۳۲

t = ۶ ⇒ x + x = ۶ ⇒ x + x − ۶ = ۰ ⇒ (x + ۳)(x − ۲) = ۰ ⇒  

۲ ۲ {
 x = −۳۳

 x = ۲۴

x +۱  x +۲  x +۳  x =۴ −۴ + ۳ − ۳ + ۲ = −۲
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گزینه 3

گام اول

گام دوم

64

الف) دایره محور  ها را در دو نقطه به طول  و  قطع می کند؛ بنابراین نقاط  و  روی دایرۀ موردنظر

قرار دارند.

) است؛ بنابراین مرکز دایره را بهصورت  در نظر میگیریم. ب) مرکز دایره روی نیمساز ربع اول (خط 

xx = ۱x = ۳A ۱, ۰( )B ۳, ۰( )

y = xO α, α( )

چون نقاط  و  روی دایره قرار دارند پس فاصلۀ آنها تا مرکز دایره باهم برابر و برابر شعاع دایره است.

بنابراین مرکز دایره نقطۀ  می شود و شعاع دایره برابر است با:

AB

OA = OB = R ⇒  =α − ۱ + α( )۲ ۲
 α − ۳ + α( )۲ ۲

توان۲ به α − ۱ +( )۲ α =۲ α − ۳ +( )۲ α۲

⇒ α −۲ ۲α + ۱ = α −۲ ۶α + ۹ ⇒ ۴α = ۸ ⇒ α = ۲

O ۲, ۲( )

R = OA =  =۲ − ۱ + ۲( )۲ ۲
 =۱ + ۴  ۵

گزینه 4 65

همان طوری که در شکل زیر نیز مشخص است، سطح مقطع یک مکعب به طول یال  و صفحۀ قطری آن، مستطیلی به طول اضلاع

 و  است. با توجه به مساحت مستطیل، اندازۀ  را محاسبه میکنیم.

بنابراین می توان نوشت:

قطر مکعب به طول یال  برابر است (با دو بار استفاده از قضیۀ فیثاغورس ثابت می شود)، پس داریم:

a

aa ۲a

a a  =( ۲) ۹  ⇒۲ a  =۲ ۲ ۹  ⇒۲ a =۲ ۹ ⇒ a = ۳

aa ۳

a =۳  ۳ ۳
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گزینه 4

گام اول

گام دوم

66

αβ +αاگر  و  ریشههای معادله باشند، باید رابطۀ  برقرار باشد.  =β ۲

A =  +α  ⇒β A =۲ α + β + ۲  =αβ  S + ۲ P

⇒ A =  , S = S + ۲ P  , P =
۲

m + ۱
 

۱۶
۱

A =  =  + ۲( )
۲

m + ۱
۴
۱

۲ ⇒  = +  

۲
m + ۱

۲
۱

۲

۲ توان به
 +

۲
m + ۱

 =
۲
۱

۴ ⇒  =
۲

m + ۱
 ⇒

۲
۷

m + ۱ = ۷ ⇒ m = ۶

گزینه 4

گام اول

گام دوم

67

شرط اینکه معادلۀ درجۀ دو دارای 2 ریشۀ مثبت باشد، این است که:

۱) Δ > ۰ ۲) S > ۰ ۳) P > ۰

Δ > ۰ ⇒ ۴(a − ۲) −۲ ۴(۱)(۱۴ − a) > ۰

÷۴
(a − ۲) −۲ (۱۴ − a) > ۰ ⇒ a −۲ ۴a + ۴ − ۱۴ + a > ۰ ⇒ a −۲ ۳a − ۱۰ > ۰

⇒ (a − ۵)(a + ۲) > ۰ ⇒ a < −۲ یا a > ۵ (۱)

S > ۰ ⇒ ۲(a − ۲) > ۰ ⇒ a − ۲ > ۰ ⇒ a > ۲ (۲)

P > ۰ ⇒ ۱۴ − a > ۰ ⇒ a < ۱۴ (۳)

(۱) ∩ (۲) ∩ (۳) : ۵ < a < ۱۴
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گزینه 1 68

فاصلۀ مرکز دایره از خط مماس بر دایره برابر با شعاع دایره است. فاصلۀ یک نقطه با مختصات  از خط به معادلۀ

 برابر است با:

بنابراین شعاع دایره برابر است با:

 (x , y )۰ ۰

ax + by + c = ۰

d =  

 a + b۲ ۲

  ∣ax + by + c∣۰ ۰

R =  =
 ۱ + (−۱)۲ ۲

∣۲ + ۱ − ۱∣
 ۲

دایره معادلۀ : (x − ۲) +۲ (y + ۱) =۲ ۲  

y=۰
(x − ۲) =۲ ۱ ⇒   {

x − ۲ = ۱ ⇒ x = ۳
x − ۲ = −۱ ⇒ x = ۱
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گزینه 2 69

شکل به زیبایی به ما نشان می دهد که 2تا دایره داریم که بر محورهای مختصات مماس هستند و از نقطۀ  میگذرند.

به علاوه مرکز دایره ها به صورت  است؛ چراکه وقتی دایره ای بر هر دو محور مختصات مماس است، فاصله مرکز آن تا

محورها برابر با شعاع می شود؛ پس فهمیدیم این دایرهها به مرکز  و شعاع r هستند. معادلۀ آنها به این صورت است:

همانطوری که انتظار داشتیم، وقتی به روش جبری هم سؤال را حل کردیم، دو مقدار برای r به دست آوردیم.

نکته: اگر دایره ای بر هر دو محور مختصات در ناحیههای اول تا چهارم مماس باشد، مختصات مرکز آن بهصورت زیر است:

 

A(۱, −۲)

O(r, −r)

O(r, −r)

(x − r) +۲ (y + r) =۲
 r۲ (۱,−۲)
(۱ − r) +۲ (−۲ + r) =۲ r۲

۱ − ۲r + r +۲ ۴ − ۴r + r =۲ r ⇒۲ r −۲ ۶r + ۵ = ۰

⇒ (r − ۱)(r − ۵) = ۰ ⇒   {
r = ۱
r = ۵
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گزینه 4 70

معادلۀ فوق، معادلۀ یک دایره است که بزرگ ترین وتر همان قطر است:

=(x − ۳) + (y − ۶)۲ ۲ ۲  x + y۲ ۲

⇒ x −۲ ۶x + ۹ + y −۲ ۱۲y + ۳۶ = ۴x +۲ ۴y۲

⇒ ۳x +۲ ۳y +۲ ۶x + ۱۲y − ۴۵ = ۰

 x + y + ۲x + ۴y − ۱۵ = ۰
÷۳ ۲ ۲

⇒ (x + ۱) + (y + ۲) = ۲۰ ⇒ O(−۱, −۲)۲ ۲

r =  =۲۰ ۲  ⇒۵ ۲r = ۴  ۵

گزینه 1 71

فاصلۀ مرکز دایره از خط برابر  است. داریم:

همچنین می دانیم شعاع عمود بر وتر در دایره، وتر را نصف میکند. پس:

معادلۀ دایره را می نویسیم:

AH

AH =  =
 ۲ + −۳۲ ( )۲

۲ −۱ − ۳ ۴ + ۱∣ ( ) ( ) ∣
 =
 ۱۳

۱۳
 ۱۳

r =۲ AH +۲
 ⇒۷
۲

r =۲ ۱۳ + ۷ = ۲۰

x + ۱ + y − ۴ = ۲۰  x + ۱ + ۴ = ۲۰ ⇒ x + ۱ = ۱۶( )۲ ( )۲ y=۲
( )۲ ( )۲

⇒   {
x = ۳
x = −۵
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گزینه 1 72

،  و  باشند. شرط آنکه معادلۀ درجه دومی، 2 ریشۀ حقیقی مثبت داشته باشد این است که 

از اشتراک دو شرط بالا  به دست می آید و گزینه های 2، 3 و 4 حذف میشوند؛ پس اصلاً نیازی به بررسی 

نیست ولی ما شرط  را هم بررسی میکنیم:

از اشتراک  با شرط بالا به این نتیجه میرسیم: 

Δ > ۰S =  >
a

−b
۰P =  >

a
c

۰

x +۲

 

(m − ۲)x + m + ۱ = ۰

S = =
a

−b
 >

۱
−(m − ۲)

۰ ⇒ m − ۲ < ۰ ⇒ m < ۲

P =  =
a
c

 >
۱

m + ۱
۰ ⇒ m > −۱

−۱ < m < ۲Δ > ۰
Δ > ۰

Δ > ۰ ⇒ (m − ۲) −۲ ۴(m + ۱) > ۰ ⇒ m −۲ ۴m + ۴ − ۴m − ۴ > ۰

⇒ m −۲ ۸m > ۰ ⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧m > ۸

یا
m < ۰

−۱ < m < ۲−۱ < m < ۰

گزینه 3 73

با فرض  داریم:

پس معادله سه ریشۀ حقیقی دارد.

x −۲ ۲x = t

t −۲ t − ۲ = ۰ ⇒    

⎩
⎨
⎧t = −۱ ⇒ x − ۲x = −۱ ⇒ x − ۲x + ۱ = ۰  x = ۱۲ ۲ Δ=۰

t = ۲ ⇒ x − ۲x = ۲ ⇒ x − ۲x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۱ ±  

۲ ۲ ۳
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گزینه 3 74

، حاصل  و  را به دست می آوریم. سپس حاصل  و ابتدا از روی معادلۀ 

 را محاسبه می کنیم. اگر  و  مقادیر حاصل جمع و حاصل ضرب ریشه های یک معادلۀ درجه دو باشند، آن

معادلۀ درجه دو به صورت   نوشته می شود.

 و  را برای معادلۀ جدید به دست می آوریم:

 

بنابراین معادلۀ درجه 2 جدید به صورت زیر درمی آید:

 

۲x −۲ ۳x − ۴ = ۰α + βαβ +
α
۱

۱ +  +
β
۱

۱

 ( +
α
۱

۱) (  +
β
۱

۱)SP

x −۲ Sx + P = ۰

۲x −۲ ۳x − ۴ = ۰  

های ریشه β و α

معادله
  

⎩⎪
⎨
⎪

 

⎧α + β = −(− ) =  

۲
۳

۲
۳

 αβ = − = −۲
۲
۴

SP

S =  +
α
۱

۱ +  +
β
۱

۱ =  +
α
۱

 +
β
۱

۲ =  +
α β

α + β
۲ =  +

−۲
 ۲

۳

 ۲ = − +
۴
۳

۲ =  

۴
۵

P = (  +
α
۱

۱)(  +
β
۱

۱) =  +
αβ
۱

 +
α
۱

 +
β
۱

 ۱ = − −
۲
۱

 +
۴
۳

۱ = −  

۴
۱

x −۲
 x −

۴
۵

 =
۴
۱

۰  

× ۴
۴x −۲ ۵x − ۱ = ۰

گزینه 3 75

ابتدا معادلۀ  را به فرم استاندارد معادلۀ درجۀ دو تبدیل کرده و باتوجه به اینکه  و  ریشه های آن است، مقدار

 و  را به دست می آوریم.

برای یافتن  باید حاصل  را محاسبه کرده و برابر  قرار دهیم.

مقدار  را محاسبه می کنیم:

x(۵x + ۳) = ۲αβ
α + βαβ

k +
α۲
۱

 

β۲
۱

 

۴
k

x(۵x + ۳) = ۲ ⇒ ۵x +۲ ۳x = ۲ ⇒ ۵x +۲ ۳x − ۲ = ۰  

های ریشه β و α

معادله
   

⎩⎪
⎨
⎪⎧α + β = −  

۵
۳

αβ = −  

۵
۲

k

۴x − kx + ۲۵ = ۰   +  =  

۲
و  های  ریشه

β۲
۱

α۲
۱

معادله α۲
۱

β۲
۱

۴
k

⇒  =  =  

α β۲ ۲
α + β۲ ۲

α β۲ ۲
(α + β) − ۲αβ۲

۴
k

⇒  =  ⇒  =  =  =  ⇒ k = ۲۹
 (− )

۵
۲ ۲

  (− ) − ۲(− )
۵
۳ ۲

۵
۲

۴
k

 

۲۵
۴

  +
۲۵
۹

۵
۴

 

۲۵
۴

 

۲۵
۲۹

۴
۲۹

۴
k
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گزینه 1 76

  همچنین داریم:

  

پس  در معادلۀ اولیۀ صدق نمیکند، بنابراین  است.

=۳a + ۱۶ ۱ − ۲a  

۲ توان
۳a + ۱۶ = ۱ − ۴a + ۴a۲

⇒ ۴a − ۷a − ۱۵ = ۰ ⇒ ۴a + ۵ a − ۳ = ۰۲ ( ) ( )

⇒    

⎩
⎨
⎧a = ۳

a =  

۴
−۵

 

⎩⎪
⎨
⎪⎧۱ − ۲a ≥ ۰ ⇒ a ≤  

۲
۱

۳a + ۱۶ ≥ ۰ ⇒ a ≥ −  

۳
۱۶

∩
a ∈ [−  ,  ]

۳
۱۶

۲
۱

a = ۳a = −  

۴
۵

۴a + ۹ = ۴(− ) +
۴
۵

۹ = −۵ + ۹ = ۴

گزینه 4 77

v۵فرض کنید سرعت پرواز پرونده  باشد. در این صورت سرعت رفت  و سرعت برگشت  خواهد بود و داریم: + vv − ۵

t =   ⇒ t =  ۱
 v۱

 x۱
۱ ۵ + v

۱

t =   ⇒ t =  ۲
 v۲

 x۲
۲ v − ۵

۱

t +۱  t =۲ ۹ (min) =  (h) ⇒
۶۰
۹

 =
۶۰
۹

 +
۵ + v

۱
 

v − ۵
۱

 =
۲۰
۳

 +
۵ + v

۱
  

v − ۵
۱ ×۲۰ v −۲۵( ۲ )

۳(v −۲ ۲۵) = ۲۰(v − ۵) + ۲۰(v + ۵)

⇒ ۳v − ۷۵ = ۲۰v − ۱۰۰ + ۲۰v + ۱۰۰۲

⇒ ۳v − ۴۰v − ۷۵ = ۰ ⇒ ۳v + ۵ v − ۱۵ = ۰۲ ( ) ( )

⇒    

⎩
⎨
⎧v = ۱۵ ✓

v = −  ×
۳
۵
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گزینه 2

گام اول

گام دوم

78

وقتی گفته می شود معادله دارای دو ریشه معکوس است دو نتیجه می گیریم : اولاً  در این معادله بزرگ تر از صفر است، ثانیاً

حاصل ضرب ریشه های معادله برابر یک است.

Δ

ابتدا معادله را به فرم استاندارد  در می آوریم:

برای پیدا کردن مقدار  هر دو شرط بیان شده را بررسی می کنیم.

با توجه به شرط   فقط  جواب قابل قبول است.

ax +۲ bx + c = ۰

mx +۲ ۳x + m =۲ ۲ ⇒ mx +۲ ۳x + m −۲ ۲ = ۰

m

mx + ۳x + m − ۲ = ۰      x x = ۱ ⇒ x x =  = ۱۲ ۲ ها  ریشه x و x  ۱ ۲
۱ ۲ ۱ ۲ m

m − ۲۲

⇒ m − ۲ = m ⇒ m − m − ۲ = ۰ ⇒ (m − ۲)(m + ۱) = ۰۲ ۲

 ⇒ {
m = ۲ ⇒ ۲x + ۳x + ۲ = ۰ ⇒ Δ = ۹ − ۴(۲)(۲) = ۹ − ۱۶ = −۷ < ۰۲

m = −۱ ⇒ −x + ۳x − ۱ = ۰ ⇒ Δ = ۹ − ۴(−۱)(−۱) = ۹ − ۴ = ۵ > ۰۲

Δ > ۰m = −۱

گزینه 3 79

مرکز دایره بر روی نیمساز زاویۀ بین دو خط قرار دارد. باتوجه به شکل، مرکز دایرۀ کوچک تر روی  و مرکز دایره بزرگتر روی

 قرار دارد.

شعاع دایره برابر با فاصلۀ مرکز آن از خط  است.

y = x

y = −x

M (۲  , ۲  )۵ ۵

۲y − x = ۰

R =  =
 ۲ + ۱۲ ۲

∣۴  − ۲  ∣۵ ۵
۲
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گزینه 1 80

مرکز دایره روی نیمساز ناحیۀ اول است، پس مختصات آن به صورت  است. فاصلۀ مرکز دایره از نقطۀ  و خط

 یکسان است، پس داریم:

(x, x)A(۶, ۳)

y = ۲x

=  ⇒ (x − ۶) + (x − ۳) =  ⇒ ۲x − ۱۸x + ۴۵ =  (x − ۶) + (x − ۳)۲ ۲

 ۴ + ۱
∣۲x − x∣ ۲ ۲

۵
x۲

۲

۵
x۲

⇒ ۹x − ۹۰x + ۲۲۵ = ۰ ⇒ x − ۱۰x + ۲۵ = ۰ ⇒ (x − ۵) = ۰ ⇒ x = ۵۲ ۲ ۲

دایره شعاع : R =  =  =  

 ۵
∣x∣

 ۵
۵

۵

گزینه 3 81

چون دایره بر دو خط موازی  و  مماس است؛ پس مرکز آن روی خط  (وسط این دو خط) قرار

دارد و شعاع دایره برابر نصف فاصلۀ این دو خط است.

چون دایره از مبدأ مختصات میگذرد، پس فاصلۀ مبدأ از مرکز دایره برابر R است.

y = ۲xy = ۲x + ۱۰y = ۲x + ۵

خط دو فاصله =  =
 ۲ + −۱۲ ( )۲

∣۱۰ − ۰∣
 =
 ۵

۱۰
۲  ⇒۵ R =  ۵

R =  ⇒  =  x + (۲x + ۵)۲ ۲ ۵ ۵x + ۲۰x + ۲۵۲

⇒ ۵(x + ۴x + ۴) = ۰ ⇒ (x + ۲) = ۰ ⇒ x = −۲ ⇒ y = ۲(−۲) + ۵ = ۱۲ ۲

دایره مرکز = (−۲, ۱)
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مطابق شکل، مراکز دو دایرۀ مماس خارج و محل تماس دو دایره، روی یک خط راست قرار دارند و مرکز دایرۀ  در ناحیۀ دوم

دستگاه مختصات است. می دانیم قائم های رسم شده بر یک دایره از مرکز آن دایره عبور می کنند، پس با فرض  و

، داریم:

در بین گزینهها، تنها نقطۀ  در ناحیۀ دوم دستگاه مختصات است و در معادلۀ خط  صدق میکند. با فرض

 داریم:

C′

O = (۲, −۳)

A = (۰, ۱)

m =OA  =
۰ − ۲

۱ − (−۳)
−۲

OA خط معادلۀ : y − ۱ = −۲(x − ۰) ⇒ y = −۲x + ۱

(−۱, ۳)OA

O =′ (−۱, ۳)

O A =′
 =(۰ + ۱) + (۱ − ۳)۲ ۲

 ۵
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. در آغاز با دو دایره با مرکز های  و  و شعاع های  و  مماس بیرون اند اگر و تنها اگر داشته باشیم 

دستهبندی معادلهها، مرکز و شعاع هر دایره را می یابیم:

OO′RR′∣OO ∣ =′ R + R′

x +۲ y +۲ ۴x = ۰ ⇒ (x + ۲) −۲ ۴ + y =۲ ۰ ⇒ (x + ۲) +۲ y =۲ ۴ ⇒   {
O = (−۲, ۰)

R =  = ۲۴

x +۲ y −۲ ۲x + ۸y + a = ۰ ⇒ (x − ۱) −۲ ۱ + (y + ۴) −۲ ۱۶ + a = ۰

⇒ (x − ۱) +۲ (y + ۴) =۲ ۱۷ − a ⇒   {
O = (۱, −۴)′

R =  

′ ۱۷ − a

⇒     

⎩
⎨
⎧∣OO ∣ =  = ۵′ (−۲ − ۱) + (۰ + ۴)۲ ۲

R + R = ۲ +  

′ ۱۷ − a

∣OO ∣=R+R′ ′

۵ = ۲ +  ۱۷ − a

⇒  =۱۷ − a ۳ ⇒ ۱۷ − a = ۹ ⇒ a = ۸

گزینه 2 84

شعاع و مرکز دایره به معادلۀ  عبارتاند از:

نقطه ای که تمامی خطوط قائم بر دایرۀ  از آن عبور میکنند، مرکز این دایره است، پس  مرکز دایرۀ  است.

چون دو دایره مماس خارج هستند، پس داریم:

x +۲ y −۲ ۴x + ۲y − ۴ = ۰

x +۲ y −۲ ۴x + ۲y − ۴ = ۰ ⇒ (x − ۲) +۲ (y + ۱) =۲ ۹

مرکز : O (۲, −۱) , شعاع : R = ۳′ ′

CO(۸, ۷)C

d = OO =′
 =(۲ − ۸) + (−۱ − ۷)۲ ۲ ۱۰

d = R + R ⇒′ ۱۰ = R + ۳ ⇒ R = ۷
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الف) شکل دایره ای به شعاع R که بر هر دو محور مختصات مماس باشد و از نقطۀ  نیز عبور کند بهصورت زیر است:

ب) معادلۀ دایره ای به مرکز  و به شعاع R برابر است با:

(۲, −۹)

  (x , y )۰ ۰

 (x − x ) +۰
۲

 (y − y ) =۰
۲ R۲

با توجه به شکل رسمشده در قسمت (الف) از گام اول، مختصات مرکز این دایره برابر  است. طبق قسمت (ب) از گام اول،

معادلۀ این دایره برابر است با:

چون هر دو دایره از نقطۀ  عبور میکنند، بنابراین مختصات این نقطه در معادلۀ آنها صدق میکند پس داریم:

بنابراین شعاع دایرۀ بزرگ تر برابر 17 است.

(R, −R)

(x − R) +۲ (y + R) =۲ R۲

(۲, −۹)

 ۲ − R + −۹ + R = R ⇒ ۴ − ۴R + R + ۸۱ − ۱۸R + R = R
x=۲,y=−۹

( )۲ ( )۲ ۲ ۲ ۲ ۲

⇒ R −۲ ۲۲R + ۸۵ = ۰ ⇒ R − ۱۷ R − ۵ =( ) ( ) ۰ ⇒   {
R = ۱۷
R = ۵
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،  و  باشد، زیرا در این  ،  ، یال  از مکعب زیر را در نظر می گیریم. نقطۀ موردنظر نمی تواند وسط یال های 

صورت صفحۀ گذرنده از  و این نقطه، بر مکعب مماس می شود. ضمناً این نقطه نمی تواند وسط  باشد، زیرا در این صورت،

صفحۀ گذرنده از  و این نقطه، صفحۀ قطری مکعب خواهد بود و حجم آن را نصف می کند که خلاف فرض است. پس فرض

می کنیم نقطۀ موردنظر، نقطۀ  وسط یال  است. (دقت کنید که برای یال های  هم به همان نسبت یکسان،

، حجمها تقسیم می شد). نقطۀ  را به نقطۀ  وسط وصل میکنیم. پس  و درنتیجه صفحۀ گذرنده از  و 

، حجم بزرگ تر را  و حجم مکعب از نقطۀ  هم میگذرد و مکعب را به دو منشور تقسیم میکند. حال اگر حجم کوچک تر را 

را  فرض کنیم، داریم:

BFEFF GAEBCCG

BFDH

AB

MCDAD, EH, GH

MNHGM N ∣∣BFBFM

N V ۱ V ۲

V

 

V = a۳

V = S    × CG = (a)( )(a) =  ۱
GFN

Δ ۲
۱

۲
a

۴
a۳

  ⇒ V = V − V =۲ ۱ ۴
۳a۳

⇒  =
 V ۲

 V ۱
 

۳
۱
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A(x  فاصلۀ نقطۀ  از خطی با معادلۀ استاندارد  برابر است با: , y )۰ ۰ax + by + c = ۰

d =  

 a + b۲ ۲

  ax + by + c∣ ۰ ۰ ∣

نقطۀ فرضی  را روی خط  در نظر میگیریم. فرض میکنیم فاصلۀ نقطۀ  از خط به معادلۀ

 برابر با  باشد؛ بنابراین طبق گام اول داریم:

بنابراین دو نقطه روی خط  که فاصلۀ آنها از خط  برابر با  باشد، دارای طول 11 و 15- است.

A(α , α − ۱)y = x − ۱A

۲x − ۳y = ۵ ۱۳

۲x − ۳y = ۵ ⇒ ۲x − ۳y − ۵ = ۰

 ⇒  =  ۱۳
 ۲ + (−۳)۲ ۲

۲α − ۳(α − ۱) − ۵∣ ∣
۱۳

 ۱۳
۲α − ۳α + ۳ − ۵∣ ∣

⇒ ۱۳ = −α − ۲ ⇒∣ ∣   {
− α − ۲ = −۱۳ ⇒ α = ۱۱
− α − ۲ = ۱۳ ⇒ α = −۱۵

y = x − ۱۲x − ۳y = ۵ ۱۳
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، برابر باشد: مرکز دایره را نقطۀ  درنظر میگیریم. باید فاصلۀ O از محور xها با فاصلۀ آن از خط 

مرکز دایره در ناحیۀ اول است، پس فقط  قابل قبول است؛بنابراین مطابق شکل، داریم:

O(α, β)۳x + ۴y = ۰

OH = OH ⇒′ ∣β∣ =  =
 ۹ + ۱۶

∣۳α + ۴β∣
 ⇒

۵
∣۳a + ۴β∣

  {
۳α + ۴β = ۵β
۳α + ۴β = −۵β

⇒  ⇒{
۳α = β

۳α = −۹β  {
 

مرکز : O(α, ۳α)
مرکز : O(α, − α)۳

۱

O(α, ۳α)

R = OH = ۳ ⇒ β = ۳α = ۳ ⇒ α = ۱
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xمعادلۀ گستردۀ یک دایره بهصورت  است. در این   صورت شعاع دایره برابر است با: +۲ y +۲ ax + by + c = ۰

R =    ( ) + ( ) − c
۲
a ۲

۲
b ۲

،  و  روی دایره قرار دارد، پس مختصات این نقاط در معادلۀ دایره صدق میکند. سه نقطۀ 

بنابراین سه معادله و سه مجهول داریم. با کمی دقت متوجه می شویم که دو معادلۀ  و  فقط شامل دو مجهول  و  است، پس با

حل یک دستگاه دو معادله و دو مجهول مقدار  و  را حساب میکنیم.

با جایگذاری  در معادلۀ  مقدار  را هم حساب میکنیم.

اکنون باتوجهبه گام اول، شعاع دایره را به  دست میآوریم.

ABC

x + y + ax + by + c = ۰۲ ۲

 (−۱) + ۰ + a(−۱) + b(۰) + c = ۰ ⇒ ۱ − a + c = ۰ ⇒ a − c = ۱ (I)
A(−۱ , ۰) ۲ ۲

 ۳ + ۰ + a(۳) + b(۰) + c = ۰ ⇒ ۹ + ۳a + c = ۰ ⇒ ۳a + c = −۹ (II)
B(۳ , ۰) ۲ ۲

 ۰ + (−۳) + a(۰) + b(−۳) + c = ۰ ⇒ ۹ − ۳b + c = ۰ ⇒ c − ۳b = −۹ (III)
C(۰ , −۳) ۲ ۲

IIIac

ac

  ۴a = −۸ ⇒ a = −۲{ ۳a + c = −۹
a − c = ۱ +

a − c = ۱  c = −۲ − ۱ = −۳
a=−۲

c = −۳(III)b

c − ۳b = −۹  

c=−۳
−۳ − ۳b = −۹ ⇒ ۳b = ۶ ⇒ b = ۲

R =  =(  ) + (  ) + ۳
۲

−۲ ۲

۲
۲ ۲

=۱ + ۱ + ۳  ۵
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، نقطۀ  مرکز دایره می باشد و شعاع این دایره برابر است با: xدر یک دایره به معادلۀ  +۲ y +۲ ax + by + c = ۰  (− , − )۲
a

۲
b

R =    ( ) + ( ) − c
۲
a ۲

۲
b ۲

برای مشخص کردن وضعیت دو دایره نسبت به  هم، مختصات مرکز دو دایره و شعاع آن ها را به  دست می آوریم، سپس فاصلۀ میان

مرکز دو دایره (طول خطالمرکزین) را با دو مقدار  و  مقایسه میکنیم.

بنابراین داریم:

بنابراین  است و دو دایره نسبت به   هم مماس داخل هستند.

  R − R∣ ۱ ۲∣ R +۱  R۲

x +۲ y −۲ ۲x + ۴y = ۱۳ ⇒ x +۲ y −۲ ۲x + ۴y − ۱۳ = ۰

دایره  مرکز : O (−   , − ) ⇒۱ ۲
−۲

۲
۴

 O (۱ , −۲)۱

دایره  شعاع : R =۱ =  (− ) + ( ) + ۱۳
۲
۲ ۲

۲
۴ ۲

 =۱ + ۴ + ۱۳  =۱۸  ۳ ۲

x + y + ۲x = ۱ ⇒ x + y + ۲x − ۱ = ۰۲ ۲ ۲ ۲

دایره    مرکز : O (− , − ) ⇒۲ ۲
۲

۲
۰

 O (−۱ , ۰)۲

دایره  شعاع : R =۲ = ( ) + ۰ + ۱
۲
۲ ۲

 =۱ + ۱  ۲

  O O =  =  =  = ۲  ۱ ۲ (−۱ − ۱) + (۰ + ۲)۲ ۲ ۴ + ۴ ۸ ۲

  R + R = ۳  +  = ۴  ۱ ۲ ۲ ۲ ۲

   R − R = ۳  −   = ۲  ∣ ۱ ۲∣
∣
∣
∣ ۲ ۲

∣
∣
∣ ۲

  O O =۱ ۲  R − R  ∣ ۱ ۲∣
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، مختصات مرکز دایره  می باشد و شعاع این دایره برابر است در یک دایره به معادلۀ 

با:

x +۲ y +۲ ax + by + c = ۰  (− , − )۲
a

۲
b

R =    ( ) + ( ) − c
۲
a ۲

۲
b ۲

برای مشخص کردن وضعیت دو دایره نسبت به  هم، فاصلۀ میان مرکز دو دایره (طول خط المرکزین) را با دو مقدار  و

 مقایسه میکنیم، بنابراین لازم است ابتدا مختصات مرکز دو دایره و شعاع آنها را به  دست آوریم.

طول خطالمرکزین دو دایره برابر است با:

همچنین داریم:

بنابراین  است، پس دو دایره مماس داخل هستند.

 R +۱  R۲

  R − R∣ ۱ ۲∣

x +۲ y −۲ ۴x + ۴y = ۱ ⇒ x +۲ y −۲ ۴x + ۴y − ۱ = ۰

دایره  مرکز : O (−   , − ) ⇒۱ ۲
−۴

۲
۴

 O (۲ , −۲)۱

دایره  شعاع : R =۱ =  (− ) + ( ) − (−۱)
۲
۴ ۲

۲
۴ ۲

 =۴ + ۴ + ۱ ۳

x + y − ۴x + ۸y + ۱۹ = ۰۲ ۲

دایره  مرکز : O (−   , − ) ⇒۲ ۲
−۴

۲
۸

 O (۲ , −۴)۲

دایره  شعاع : R =۲ =  (− ) + ( ) − ۱۹
۲
۴ ۲

۲
۸ ۲

 =۴ + ۱۶ − ۱۹ ۱

  O O =۱ ۲  =(۲ − ۲) + (−۴ + ۲)۲ ۲
 =۰ + (−۲)۲

 =۴ ۲

  R − R =∣ ۱ ۲∣ ۳ − ۱ =∣ ∣ ۲

  O O =۱ ۲  R − R  ∣ ۱ ۲∣
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برای اینکه تابع دارای دو ریشۀ حقیقی منفی باشد، باید سه شرط زیر برقرار باشد:

(m − ۶)x −۲ ۲mx − ۳ = ۰

۱) Δ > ۰ ⇒ (۲m) −۲ ۴(m − ۶)(−۳) > ۰

۴m +۲ ۴(۳m − ۱۸) > ۰

m +۲ ۳m − ۱۸ > ۰ ⇒ (m + ۶)(m − ۳) > ۰ ⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧m > ۳

یا
m < −۶

۲) −  <
a
b

۰ ⇒  <
m − ۶
۲m

۰ ⇒ ۰ < m < ۶

۳)  >
a
c

۰ ⇒  >
m − ۶

−۳
۰ ⇒ m − ۶ < ۰ ⇒ m < ۶

جوابها اشتراک : ۳ < m < ۶

گزینه 3 93

، مقدار تبخیر برحسب کیلوگرم باشد. ابتدا محاسبه میکنیم که چند کیلوگرم رنگ خالص داریم: فرض کنید 

بنابراین در  کیلوگرم رنگ موجود،  کیلوگرم رنگ خالص وجود دارد، اگر  میزان تبخیر باشد، آنگاه:

x

خالص رنگ وزن = ۱۱ × ۴۰% + ۴ × ۷۰% = ۷/۲ کیلوگرم

۱۱ + ۴ = ۱۵۷/۲x

 = ۵۰% =  

۱۵ − x
۷/۲

۱۰۰
۵۰

⇒ ۷۲۰ = ۷۵۰ − ۵۰x ⇒ x = ۰/۶ کیلوگرم
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ریشه های معادلۀ موردنظر از معکوس ریشه های معادلۀ داده شده یک واحد کمتر است، بنابراین ریشه های آن به صورت  و

 است.

 −
α
۱

۱

 −
β
۱

۱

روابط مجموع و حاصلضرب ریشهها را می نویسیم:

ریشههای معادلۀ موردنظر بهصورت  و  است، لذا:  

 پس معادله بهصورت زیر است:  

  

   

۲x −۲ ۳x − ۱ = ۰ ⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧S = α + β =  

۲
۳

P = αβ =  

۲
−۱

 −
α
۱

۱ −
β
۱

۱

S = (  − ۱) + (  − ۱) =  − ۲ =  − ۲ = −۵′

α
۱

β
۱

αβ
α + β

 ۲
−۱

 ۲
۳

P = (  − ۱)(  − ۱) =  −  −  + ۱′

α
۱

β
۱

αβ
۱

α
۱

β
۱

=  + ۱ =  + ۱ = ۲
αβ

۱ − (α + β)
 ۲

−۱
 ۱ − ۲

۳

x −۲ S x +′ P =′ ۰ ⇒ x +۲ ۵x + ۲ = ۰
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x۲اگر تابع درجه دو دارای ماکسیمم باشد، باید ضریب منفی شود.

ضریب منفی است پس:

 

عرض بیشترین مقدار تابع (عرض ماکسیمم) برابر صفر است:

البته اگر از اول نگاهی به گزینه ها می انداختیم تنها گزینه ای که  باشد، گزینۀ 1 یعنی   است.

x۲

K + ۳ < ۰ ⇒ K < −۳

−  = ۰ ⇒ Δ = ۰ ⇒ (−۴) − ۴(K + ۳)K = ۰
۴a
Δ ۲

⇒ ۱۶ = ۴(K + ۳)K ⇒ K(K + ۳) = ۴ ⇒ K + ۳K − ۴ = ۰۲

⇒ (K + ۴)(K − ۱) = ۰  K = −۴K < −۳

K < −۳k = −۴
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یک ریشه را  و ریشۀ دیگر را  در نظر می گیریم.

با استفاده از حاصل جمع ریشه ها مقدار  را محاسبه می کنیم. سپس با استفاده از حاصل ضرب ریشه ها مقدار  را به دست می

آوریم.

پس حاصلضرب ریشه ها برابر است با:

α۳α + ۳
αm

۳x − ۱۷x + m = ۰  α + (۳α + ۳) = −(−  )۲ های ریشه (۳α+۳) و α

معادله ۳
۱۷

⇒ ۴α + ۳ =  ⇒ ۴α =  ⇒ α =  

۳
۱۷

۳
۸

۳
۲

۳α + ۳ = ۳( ) + ۳ = ۲ + ۳ = ۵
۳
۲

α × (۳α + ۳) =  ×
۳
۲

۵ =  ⇒
۳
m

 =
۳
m

 ⇒
۳
۱۰

m = ۱۰
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αβ ۲αβ و  را ریشه های معادلۀ درجه دو فرض می کنیم.  واسطۀ هندسی بین  و  است. بنابراین داریم:

αβ = (  ) =۲
۲

۲

در معادلۀ درجۀ دو به فرم  اگر  و  ریشه های معادله باشند، حاصل ضرب ریشه ها برابر است با:

پس فقط  قابل قبول است.

ax +۲ bx + c = ۰αβ

αβ =  

a
c

mx − ۵x + m − ۳ = ۰  αβ =  

۲ ۲ های ریشه β و α

معادله m
m − ۳۲

 ۲ =  ⇒ m − ۳ = ۲m
αβ=۲

m
m − ۳۲

۲

⇒ m − ۲m − ۳ = ۰ ⇒ (m − ۳)(m + ۱) = ۰ ⇒  

۲ {
m = ۳
m = −۱

m = ۳ : ۳x −۲ ۵x + ۶ = ۰ ⇒ Δ = ۲۵ − ۷۲ < ۰ ⇒ ریشه فاقد

m = −۱ : −x −۲ ۵x − ۲ = ۰ ⇒ Δ = ۲۵ − ۸ > ۰

m = −۱
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اگر  و  را ریشههای معادلۀ  در نظر بگیریم، داریم:

بنابراین  و  ریشههای معادلۀ درجه دوم  می شود:

αβ۲x −۲ x − ۲ = ۰

۲x − x − ۲ = ۰ ⇒    

۲

⎩⎪
⎨
⎪⎧S = α + β =  =  

a
−b

۲
۱

P = αβ =  = −۱
a
c

α۳β۳۸x −۲ mx − ۸ = ۰

۸x − mx − ۸ = ۰ ⇒ S = α + β = (α + β) − ۳αβ(α + β)۲ ′ ۳ ۳ ۳

 = ( ) − ۳(−۱)( ) =  +  =  

۲
۱ ۳

۲
۱

۸
۱

۲
۳

۸
۱۳

 S = − =  ⇒  =  ⇒ m = ۱۳′

a
b

۸
m

۸
۱۳

۸
m
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اگر فرض کنیم  و  ریشههای معادلۀ  باشند آنگاه کافی است  را به دست

آوریم.

 x =۱ αβ۲
 x =۲ α β۲۸x +۲ kx − ۱ = ۰x +۱  x۲

۲x − ۳x − ۱ = ۰ ⇒    

۲

⎩⎪
⎨
⎪⎧S = α + β =  =  

a
−b

۲
۳

P = αβ =  =  

a
c

۲
−۱

  ۸x + kx − ۱ = ۰ ⇒ x + x =  

۲
۱ ۲ a

−b

⇒ αβ + α β =  ⇒ αβ(β + α) = −   ⇒ ( )(− ) = −  ⇒ k = ۶۲ ۲

۸
−k

۸
k

۲
۳

۲
۱

۸
k
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الف) اگر  و  ریشه های معادلۀ درجه دو داده شده، باشد می دانیم  است.  برابر است با:

ب) درصورتیکه  باشد معادلۀ درجه دو، دو ریشۀ حقیقی دارد و اگر  باشد، معادله فاقد ریشه است.

αβα +۲ β =۲ ۶α +۲ β۲

α +۲ β =۲ (α + β) −۲ ۲αβ = S −۲ ۲P = ۶

Δ > ۰Δ < ۰

پس فقط به ازای  معادله دو ریشۀ حقیقی دارد.

mx − (m + ۳)x + ۵ = ۰ ⇒    

۲

⎩⎪
⎨
⎪⎧S = α + β =  

m
m + ۳

P = αβ =  

m
۵

α + β = (  ) − ۲(  ) = ۶ ⇒  −  = ۶۲ ۲

m
m + ۳ ۲

m
۵

m۲
m + ۶m + ۹۲

m
۱۰

 m + ۶m + ۹ − ۱۰m = ۶m ⇒ ۵m + ۴m − ۹ = ۰ ⇒ (۵m + ۹)(m − ۱) = ۰
×m۲

۲ ۲ ۲

⇒    

⎩
⎨
⎧m = ۱ ⇒ x − ۴x + ۵ = ۰ ⇒ Δ = −۴ < ۰ ⇒ حقیقی ریشۀ ۲فاقد

m = −   ⇒ − x −  x + ۵ = ۰ ⇒ Δ > ۰ ⇒ حقیقی ریشۀ دو دارای
۵
۹

۵
۹ ۲

۵
۶

m = −  

۵
۹
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الف) فرض کنید  و  ریشه های معادلۀ  باشند پس می توانیم نتیجه بگیریم که  و  ریشه

های معادلۀ  هستند.

ب) برای به دست آوردن مقدار  باید حاصل ضرب ریشه های معادله یا همان  را تع�ن کنیم.

αβ۳x −۲ ۴x − ۱ = ۰(α + ۱)(β + ۱)
۳x +۲ ax + b = ۰

b(α + ۱)(β + ۱)

۳x − ۴x − ۱ = ۰    (I)۲ ها ریشه α و β

⎩⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧α + β =  

۳
۴

αβ = −  

۳
۱

۳x + ax + b = ۰  (α + ۱)(β + ۱) =  

۲ ها ریشه (α+۱) و (β+۱)

۳
b

⇒ αβ + α + β + ۱ =   −  +  + ۱ =  ⇒  = ۲ ⇒ b = ۶
۳
b (I)

۳
۱

۳
۴

۳
b

۳
b
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الف) ریشه های معادلۀ  را  و  فرض می کنیم. بنابراین ریشه های معادلۀ  به صورت

 و  می شود.

ب) برای به دست آوردن  ، باید حاصل ضرب  را تع�ن کنیم.

۳x +۲ ۷x + ۱ = ۰αβx +۲ ax + b = ۰
(α + ۱)(β + ۱)

b(α + ۱)(β + ۱)

۳x + ۷x + ۱ = ۰     

۲ معادله های ریشه α و β

⎩⎪
⎨
⎪⎧α + β = −  

۳
۷

αβ =  

۳
۱

x + ax + b = ۰  (α + ۱)(β + ۱) = b۲ معادله های ریشه (α+۱) و (β+۱)

⇒ αβ + α + β + ۱ = b   −  + ۱ = −۱ = b ⇒ b = −۱ 

 

αβ= ۳
۱

α+β=− ۳
۷ ۳

۱
۳
۷
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را به دست ، محور تقارن منحنی ، خط  است. با توجه به این نکته، مقدار  در تابع درجه دو به فرم 

می آوریم:

بنابراین ضابطۀ تابع درجه دو به صورت  درمی آید. معادلۀ  را حل می کنیم:

چون در سؤال ذکرشده نمودار را با طول مثبت قطع کند، فقط  قابل قبول است.

y = ax +۲ bx + cx = −  

۲a
b

a

y = (a − ۱)x +۲ x + ۳  

تقارن محور x=۲
x = −  =

۲(a − ۱)
۱

۲ ⇒ a − ۱ = −  

۴
۱

 y = − x +
۴
۱ ۲ x + ۳y = ۰

 y = ۰ ⇒ − x +
۴
۱ ۲ x + ۳ = ۰  

×(−۴)
x −۲ ۴x − ۱۲ = ۰

⇒ (x − ۶)(x + ۲) = ۰ ⇒   {
x = ۶
x = −۲ غ.ق.ق

x = ۶
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ها را در دو نقطه قطع می کند، پس معادلۀ  دارای دو ریشه بوده و  است. الف) اولاً نمودار تابع محور 

ب) هر دو ریشۀ معادله مثبت است، بنابراین حاصل جمع و حاصل ضرب ریشه ها باید مثبت باشد.

xy = ۰Δ > ۰

، اشتراک دو مجموعه جواب  و  است پس می توان نوشت: مجموعه مقادیر قابل قبول برای 

 

y = ۲x −۲ ۴x + m − ۳

۱) Δ > ۰ ⇒ (−۴) −۲

 

۴(۲)(m − ۳) > ۰ ⇒ ۱۶ − ۸(m − ۳) > ۰

⇒ ۸(m − ۳) < ۱۶ ⇒ m − ۳ < ۲ ⇒ m < ۵ (I)

۲) S = x +۱  x =۲  −(− ) =
۲
۴

۲ > ۰ ⇒ است برقرار همواره

  ۳) P = x .x =۱ ۲  >
۲

m − ۳
۰ ⇒ m − ۳ > ۰ ⇒ m > ۳ (II)

m(I)(II)

(I) ∩ (II) : ۳ < m < ۵
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الف) با تغ�ر متغیر  معادلۀ داده شده را به معادلۀ درجه دو تبدیل می کنیم.

ب) برای این که معادلۀ اولیه فقط یک ریشه داشته باشد، معادلۀ جدید باید دارای یک ریشۀ مثبت و یک ریشۀ منفی باشد (چون در

این صورت یک بار  برابر یک عدد مثبت شده که یک جواب به دست می آید و یک بار برابر یک عدد منفی شده که قابلقبول

نیست) پس در این حالت معادله باید دو ریشۀ مختلف العلامه داشته باشد.

ج) حالت دیگر این است که معادلۀ اولیه فقط دارای یک ریشه باشد که در این صورت معادلۀ جدید یک ریشۀ مضاعف مثبت دارد.

 =x t

x

                 

جواب سؤال اشتراک  و  است که باتوجهبه گزینهها جواب بهصورت  می شود.

mx − ۳  +x m − ۲ = ۰ ⇒ m(  ) −x
۲ ۳( ) +x m − ۲ = ۰  

 =tx
mt −۲ ۳t + m − ۲ = ۰

اول   حالت : t t <۱ ۲ ۰ ⇒  <
m

m − ۲
۰ ⇒ ۰ < m < ۲(I)

دوم حالت : mt −۲ ۳t + m − ۲ = ۰  

Δ=۰ ۹ − ۴m(m − ۲) = ۰ ⇒ ۹ − ۴m +۲ ۸m = ۰

⇒ −۴m +۲ ۸m + ۹ = ۰ ⇒ m =   

۲
۲ ±  ۳ m>۰

m =  (II)
۲

 ۲ ± ۳

(I)(II)۰ < m < ۲
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